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SOCMMARIDO

I1 seguente lavoro & rivolto alla eéposizione di

alcune tecniche di rappresentazione e manipoiééione di
dati numerici per 1'investigazione preliminare, potremmo
dire di tipo indiziario, delle informazioni in essi con-
tenute.

~ Per dati intendiamo insiemi di numeri che sono
misure risultanti da operazioni identiche effettuate su
un fissato fenomeno. Essi possono essere non struttura-
ti o giad dotati di una data struttura fin dall'inizio
dell'analisi. Nel primo caso 1'insieme di numeri & una
semplice collezione di misurg, fra i cui elementi non
riteniamo esistano discriminazioni o ordinamenti‘preli
minari. Nel secondo caso si possono verificare struttu-
re diverse. Qui ci occupiémo di quel]e che:

a) ipotizzano una relazione funzionale fra coppie di

misure e in cui i dati si presentano come insieme
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di coppie di valori (i1 fattore e la risposta, rispetti-
vamente).

k) associano a ciascuna misura livelli prefissati di una
coppia di fattori, per cui i dati si presentano natural
mente sotto forma di matrice (tabelle a doppia entrata).

Non ci occuperemo d% dati di tipo sequenziale, in cui lo

ordine di apparizione de]]é misure, di tipo ad esempio

temporale o spaziale, giuoca un ruolo essenziale nella

interpretazione.

Brevemente i1 contenuto del lavoro & il seguen
te. Nel capitolo 1° diamo una descrizione generale del-
1'analisi esplorativa dei dati, del suo significato e
delle sue motivazioni indicando, infine, brevemente,
le idee che sono alla base della scelta delle tecniche
_in esSa’usate.

Nei capitoli 2° e 3° descriviamo, per il ca-
so di un insieme di dati non strutturato, le tecni-

che per la loro rappresentazione sintetica e 1'uso




di trasformazioni numeriche per semplificare le rappresenta
zioni e facilitare i loro confronti.

N21 capitolo 4° si descrive un metodo per inter-

polare con una retta nel caso di un insieme di dati ccstitui-

to da coppie di valori.

Né] capitolo 5° si propone una tecnica per sempli-
ficare la lettura di una tabella a doppia entrata, che uti-
lizza valori mediani invece che i classiéi valori medi.

Seguono un capitolo di conclusione e una nota

su alcuni programmi meccanografici utilizzati in alcu-

ni degli esempi riportati.
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INTRODUZIONE

1.1 Le due fasi dell'analisi dei dati

Nella maggior parte delle definizibni esistenti un
ﬁétodo statistico presuppone un modello prbbabi]istico fis-
sato. Ora, capita che esso 2 raramente riscontrabile nella -
pratica e si pud talvolta arguire che non 2 fondamentale
al suo sviluppo teorico [7].

Seguendo le riflessioni e le conseguenti propo-
ste del Tukey [18], usiamo i1 nome di "Malisi dei dati"
per definire 1'attivitad dello statistico in quanto ri-
volta al momento applicativo, a sottolineare 1'uso ela-
stico dei concetti e degli strumenti della teoria del-
la probabilita, quale in effetti si riscontra nella
pratica. |

Un'aspettativa importante che i1 Tukey ripo-

ne nella sua definizione & quella di sviluppare una




attitudine di maggiore aderenza ai dati rispetto ad un uso
acritico dei modelli, sovente sovrasemplificati, che la
statistica teorica propone.

Nell'investigazione dei dati, infatti,_c{ si tro-
va quasi sempre a dover decidere il trattamento a cui sot-
toporli, sulla base di un certo tipo di lettura dei dati
di partenza o di loro successive trasformazioni. Essa non
si riduce a lineare e arido ''Data brocessing", dove scel-

to il tipo di analisi si arriva meccanicamente ai risulta-

ti; richiede, al contrario, 1'intervento critico e coscien-
te del ricercatore.

Secondo i1 Tukey 1'Analisi dei dati si pud sche-
maticamente suddividere in due momenti: la fase esplora-
tiva e quella di conferma. |
E' la sottolineatura de]]'importanza che riveste la pri-
ma delle due fasi che costituisce 1'elemento dj maggiore
originalita nella sua proposta [19].

Rispetto alle tecniche classiche dell'inferenza

statisticay che hanno un valore effettivo quando i dati




da analizzare rispettano assunzioni piuttosto stringenti, &
apparso opportuno al Nostro valorizzare, esplicitare e svi-
luppare que]]eAteCniche di analisi, spesso implicitamente
gia presenti nella attivita dello statistico, che ci avvi-
cinano ai dati con il minimo di ipotesi precostituite.

Sono queste le tecniche, apparentemente molto

elementari, che meglio ci guidano, nella fase esplorati-

‘va, ad una prima lettura dei dati, evidenziando gli aspet-

ti fondamentali della distribuzione empirica, o di una sua
parte, se i dati di partenza sono trOppi,-senza tener con-
to di problemi prematuri come, ad esempio, la scelta di
modelli, 1'individuazione di componenti deterministiche
e/o stocastiche,etc.. . |

La fase di conferma & quella in cui cerchiamo
di dare alle evidenze rivelate delle valutazioni di ca-
ratte}e probabilistico, utilizzando le tecniche usuali
dell1'inferenza statistica, come, ad esempio, test di

significativita, intervalli di confidenza... .




Una richiesta di conferma pud,ad esempio, essere:
con quale accuratezza i lineamenti apparenti delle accezio-
ni numeriche rilevate nella prima fa;e sono credibili?

Una analisi confermatoria pud stabilire che tali lineamen-
ti soﬁo ben detgrminati o, al contrario, che sono cosi scar-
samente definiti da poterli escludere (almeno come eviden-
ze, anche se forse non come indizi).

Pud anche accadere che i risultati siano scarsamente signi-
ficativi e che sia, a questo punto, necessario raccogliere
i1 massimo di informazione disponibile nei nostri dati ri-
spetto al problema specifico in questione, raffinando le
nostre tecniche, come anche informazioni contenute in al-
tri aspetti dei dati o addirittura informazioni esterne

a questi.

Di questa seconda fase, qui, non ci occuperemo.




Quale che sia il grubpo di dati oggetto di indagi-
ne, una semplice collezione di numeri priva di struttura,
un insieme di coppie di valori, un insieme di dati organiz-
zati secondo una struttura matriciale, per ciascuno di que-
sti contesti la questione di base & riuscire a rilevarne
le caratteristiche esSenzfa]i nel modo pilu semplice per la
nostra intelligenza, che, raggiunto un primo orientamento,
pud cosi esprimere valutazioni iniziali sulla cui base
eventualmente proseguire 1'analisi a un livéllo pilu sofi-
sticato.

Secondo 1'EDA conviene partire con semplici
operazioni aritmetiche, di conteggio e di rappresenta-
zione grafica, allo scopo di renderli pil semplicemen-
te e quindi piu efficacemente trattabili.

Una rappresentazione adeguata e tecniche sem-

plici di manipolazione possono infatti aiutarci a evi-




denziare strutture e ad ipotizzare possibili spiegazioni;

possono farci modificare il modo di guardare ai dati, spin-
gendoci verso rappresentazioni che ne semplifichino la for-
ma, o a far cid anche quando la rappresentazione iniziale

] gié soddisfacente, arricchendo la nostra comprensione

del fenomeno; possono agevolarci nel trovare Qna forma

quantitativa a delle intuizioni; possono infine, nei ca-

" si piu fortunati, evidenziare compoftamenti inaspettati.
Ad esempio, poter descrivere 1'insieme dei nu-

meri formato dalle altezze dei vulcani della terra, in- l
vece che con la distribuzione asimmetrica dei valori

espressi in metri, con la distribuzione quasi perfetta-

mente simmetrica della radice quadrata di tali valori,

costituisce di per sé& una semplificazione nella descri-

zione del fenomenq '""altezza dei vulcani'' e pud inol-

tre facilitare il confronto con la distribuzione del-

le altezze di altro tipo di montagne o fra le altezze

dei vulcani nei due emisferi.
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Ci si potrebbe anche chiedere se‘1a trasformazione usata ri-
veste un significato puramente formale o sollecita ipotesi
esplicative sull'origine della distribuzione.

Cosi anche 1la éemp]ice osservazione che il loga-

ritmo della pressione di vapor saturo & in relazione 1li-

neare con il reciproco cambiato di segno della temperatu-
ra assoluta comporta nell'analisi di dati empirici un gua-

dagno effettivo rispetto alla affermazione, di pari conte-

nuto formale, che la pressione cresce con la temperatura

[
a tassi vieppil crescenti. In questo caso una semplifica-
zione nella relazione pud facilitare una descrizione quan-

titativa e critica di dati inerenti al fenomeno.

L'EDA usa tecniche non inferenziali, si limita

ad una, il piu fedele possibile, rappresentazione dei

dati raccolti, dando importanza alle ispezioni di tipo

visivo. I1 suo scopo & favorire un atteggiamento forte-

mente rilevato in senso empirico ed un uso flessibile

delle tecniche, per un confronto il pilu serrato possi-
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bile fra 1'utente e i dati.

Stante che qualsiasi interrogativo nasce su un re-
troterra culturale e talvolta nell'ambito di qualche teoria,
possiamo ritenere che la quantita di informazione contenu-
ta nei dati (e che la realta riversa in essi) possa non es-
sere completamente discernibile nell'ambito téorico che pur
ha generato i1 tipo di misure prescelto.

Ne‘consegue la necessita di favorire il ricorso al massi-
mo di risorse conoscitive ed intuitive da parte di chi &
coinvolto nella ricerca di un'interpretazione dei dati.

Intelligenza e comprensione di questi &, d'altra
parte, essenziale quando i noﬁtri interrogativi nascono
da eéigenze operative e cid che chiediamo all'analisi &

di fornirci spunti per decisioni efficaci.
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1.3 Metodi resistenti e analisi dei residui

Accanto all'uso di trasformazioni numeriche e di
metodi grafici pgrticolari, cid che caratterizza 1'anali-
si esplorativa dei dati & 1'utilizzazione di metodi cosid-
detti "resistenti'' per caico]are dai dati grezzi dei va-
Tori di sintesi e parametri di modelli descrittivi.

In generale qQa]siasi raccolta di misure compor-
ta i1 verificarsi di due tipi di errore: a) errori gros-
solani che possano superare 1'ordine di grandezza del
fenomeno in studio anche parecchie volte; b) errori di
arrotondamento nel riportare le misure stesse.

Nella pratica il primo tipo di errore si verifica ge-
neralmente un numero limitato di volte e pud essere at-
tribuito a cause diverse (errata scelta dell'elemento
-0 comportamento anomalo di questo, contaminazione fra
popolazione con distribuzioni diverse, etc.) che solo

un'analisi accurata successiva pud discriminare.
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Molto piu frequente, quasi sempre presente, il se-
condo.

Diciamo che un metodo & resistente al primo tipo
di errori se un piccolo sottoinsieme del gruppo.dei.dati
non pud avere un effetto sproporzionato nel valore calco-
lato. Un metodo & %nvece detto resistente al 2° tipo di
errore se esso pisponde in modo continuo a piccoli erro-
ri e se inoltre il valore calcolato non & determinato
dall'arrotondamento o troncamento di una piccola frazio-
ne delle osservazioni.

Ordinariamente si temono gli effetti degli er-
rori del primo fipo e qui ci'poniamo il ﬁrobiema solo
relativamente a questi.

Intenderemo percid resistente un metodo quando esso mo-
stra notevole insensibilita a comportamenti anomali lo-
calizzati nel gruppo di dati,tiene conto soprattutto.
del conpo principale delle misure e scarsa attenzione

ai valori eccezionali. Come esempio di stima resisten-
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te che utilizzeremo direttamente e indirettamente nei meto-

di di analisi proposti, c'2 la mediana; essa chiaramente

non risulta affetta in maniera S1gn1f1cat1va se inseriamo

: ne] gruppo di dati anche valori molto elevati, al contra-

rio di quello che accade per la media cui a una variazio-
ne non Timitata di anche un solo dato, corrisponde una
variazione non limitata del suo valore.

Per valutare quantitativamente i1 livello di
resistenza di un metodo si utilizza i1 limite o punto
di "rottura' (Hampel 1968) che misura la pil elevata
frazione possibile delle osservazioni che sostituita
senza restrizione alcuna, comporta variazioni limita-
te nel valore calcolato.

Per la media tale valore & chiaramente zero.

Tenendo conto che la mediana o coincide con i1 valo-
re centrale della distribuzione (sé i1 numero n dei
dati & dispari) o con le medie dei due Va]ori centra-
Ti (sen 2 pari), per essa il limite di rottura o:

1 2 -d(n)
2 2n




dove n & i1 numero dei dati nella disfribuzione e d(n) & la
funzione di parita
d(n) = 0o se n & dispari

1 se n'2 pari.
Dalla stessa definizione risulta che essa & invecé estre-
mamente sensibile a errori di arrotondamente.

I residui sono cid che rimane dopo aver sottrat-
to una quantitd di sintesi o un dato mode]]é‘ai dati ini-
ziali. |
Simbolicamente

residui = dati - modello ,
Uno degli aspetti chiave del modo di procedere de]}'EDA
& 1'analisi successiva dei residui,costituenti a loro vol-
ta un gruppo di dati.
Tale analisi ha 1'indubbio vantaggio che 1'uso di meto-
di resistenti porta a una netta separazione fra 1'anda-

mento predominante dei dati e comportamenti jnusuali

presenti in questi. Depurati i dati della struttura
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predominante pil significativa, attraverso la sottrazione

del modello iniziale, i re;idui potrebbero contenere oltre
che fluttuazioni derivanti dal caso, strutture pil sottili
non rilevabili immediatamente, o drastici scarti delle

strutture regolari rilevate.

E, in effetti, solo il confronto con un andamento di ba-

se, consente alla nostra mente di rilevare comportamenti

inusuali: normalmente non pensiamo che un livello zero

sia inusuale, anche se certo il fatto che nessuno sia
morto al‘mondo nelle ultime 24 ore o che ci sfa un inver-
no senza neve sul Monte Rosa siano fatti assolutamente
straordinari, come il fatto che il cane non ahbai nella
notte in alcune storie.di Sherlock Holmes.

L'analisi dei residui pud, quindi, essere uti-
lizzata per mfg]iorare in stadi il modello, includendo,
ad esempio, variabili addizionali o un trattamento spe-
ciale per i casi anomali.

s

Quello che vogliamo infine sottolineare & che
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mentre nell'analisi statistica classica la struttura dei da-
ti @ anticipata nella scelta di un modello e 1'analisi dei
residui, per fare un esempio, & utilizzata per verificare

la correttezza delle. assunzioni di tipo probabilistico su-
gli errori, nell'EDA si & a]]avricerca di un modello che
sveli ed esalti la struttura dei dati, e>11 ritofno ai da-
ti sotto forma di residui e nell'ottica di una valutazione
critica del modello usato.e di suoi successivi adattamen-

ti.
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2. PRIME ISPEZIONI VISIVE E CONTROLLI NUMERICI

Avere a che fare con i dati @ una situazione che
capita abbastanza di frequente non solo a chi si occupa
di problemi di natura statistica o di tipo piu specifico,
nell'ambito di qualche scienza empirﬁca, ma sSpesso anche
nella formazione di giudizi legati alla quotidianita; an-‘
che in questo caso passiamo, per lo piu implicitamente,
attraverso una sommaria analisi di tipo quantitativo.

Le valutazioni dei prezzi di mercato delle auto-
vetture usate di una certa cilindrata, le quantita di me-
tri cubi di gasolio consumati giornalmente per riscalda-
mento di un edificio, le concentrazioni di biossido di
zolfo rilevate da una certa stazione nel corso dell'an-
no, ognuno di questi fenomeni si presenta all'analisi

come un insieme di dati.
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Nonostante la grande varieta di situazioni in cui
possiamo essere coinvolti 2 possibile dare degli strumenti
di tipo generale, predisposti a guidarci efficacemente al-
la Jeftura e ad una prima interpretazibne dei dati raccol-
ti.

Queste tecniche si rivolgono verso insiemi di
dati che si riferiscono'tutti ad uno stesso fenomeno e
che sono in numero consistente,riuscendo percid difficil-
mente interpretabili ad un primo impatto.

Gia nella fase di raccolta e trascrizione dej
dati ci si possono porre problemi come la scelta della
unita di misura e dell'arrotondamento o troncamento del-
le cifre significative. L2 nostre scelte, che possono
avere influenze decisive al proseguo dell'analisi, dipen-
deranno, da una parte, dal desiderio di rendefli piu
trattabili, ad esempio pil facilmente trascrivibili o
meglio confrontabili fra loro, e, Qa11'a]trakparte, dal-

la nostra comprensione globale del fenomeno da investi-

y
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gare. Rappresentare una popolazione in centinaia di miglia-
ia di unita pud essere una questione di ordine pratico e la
relativa‘perdita di informazione inessenziale alla nostra

- .
indagine.

Per analizzare i prezzi di mercato delle auto usate potre-
mo scegliere le decine o le centinaia di migliaia di Tire;
questo pud dipendere da vari fattori, schematizzabili co-

me sopra. In altre circostanze, pud essere importante man-
tenere la massima precisione possibile.

Anche una struttura cosi povera come quella di
una semplice collezione di numeri, pud avere delle carat-
teristiche non facilmente discernibili.

Se i1 nostro gruppo di dati non & eccessivamente numero-
so, diciamo non superiore a 300-400 numeri, pud essere
vantaggioso per costruirci una visione d'insieme, usare
la rappresentazione grafica '"'albero e foglia'' come pro-

posta dal Tukey e che, opportunamente adattata pud anche

essere utilizzata per memorizzare i dati.
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Questo, principalmente, c¢i facilita la lettura dei diversi

aspetti della distribuzione con particolare riferimento a:

1'ampiezza del campo di variabilita dei dati

1'esistenza di valori intorno a cui i dati si concentra-
no

1a simmetria o asimmetria della distribuzione

salti nell'intervallo dei valori ove non si osservano

misurazioni

valori che appaiono isolati rispetto g nucleo dei da-
ti.

Prendiamo un esempio che ci guidera nella descri-
zione. Ricaviamo da una pubblicazione che vengono offerti
sul mercato, nel 1981-82, 18 amp]ificatpri HI-FI di\potén-
za RMS pari a 50 W e 17 modelli per quelli di potenza com-
presa fra 65 e 70 W. Dei 18 modelli da 50 W, 2 risultano
sprovvisti di prezzo, i rimanenti 16 hanno i seguenti prez-
zi espressi in migliaia di lire: 290, 370, 470, 350, 485,

375, 540, 445, 280, 1970, 425, 380, 430, 320, 345, 350.
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L'idea base del diagramma ''albero e foglié", diver-
samente che per 1'istogramma, che si riduce a delimitare del-
le aree, 2 di utilizzare nella rappresentazione le stesse ci-
fré che compongono i dati.

Eliminando eventuali puﬁti decimali, avremo n nume-

ri di k cifre; di queste scegliamo le prime k' pil signifi-

cative, in numero tale che diano dimensioni accettapili al

grafico. Queste, scritte le une sotto le altre in modo cre-
scente ‘a percorrere 1'intero campo dei valori, costituisco- _
no 1''"albero' del nostro‘diagramma.

Nel nostro esempio, il valore minimo & 280, il
massimo 1970; questo appare perd isolato dal resto dei
valori e conviene percid rappresentarlo su una riga fuo-
ri diagramma preceduto da un simbolo speciale, ad esempio,
HI (per high). IT1 valore massimo che rimane 2 540. Siamo
praticamente obbligati a scegliere come albero del nostro
diagramma i valori delle centinaia di migliaia di lire,

la prima delle cifre che compongono i nostri numeri. Una
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scelta differente, diluendo eccessivamente i1 grafico, non ci
faciliterebbe il modo appreziabi]e la lettura dei dati.

L'"albero' ci apparira in questo caso

[SATE S FN B AN ]

HI 197

Accanto a ciascun elemento dell''albero' e separa-
to da esso con uno Spazio, si porra la primé delle cifre
restanti, a costituire una foglia dell'''albero''; cio vie-
lne fatto per ogni numero della collezione, ponendo 1'uno
accanto all'altro sulla stessa linea le cifre che hanno
]e prime k' uguali.

L'esempio completato apparira

Unita = 10.000
2 89

3 1455778
4 23478

54

HI 197
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In testa si 2 posta T'unita di misura che ci consen-
te di leggere effettivamente i numeri; si fa osservare che
a meno delle migliaia i singoli valori sono esattamente rico-
struibi]i.

In generale, T'unitd di misura botra essere oppor-
tunamenfe modificata, per consentire rappresentaziéni piu
concentrate o diluite secondo le necessita e tenendo conto
che incrementarla di un fattore 10 comporta Tla perdita
di una cifra significativa nella rappresentazione grafica.

Come variazione della rappresentazione grafica,

a consentire una diluizione parziale delle cifre, senza
modificare la quantitd di informazione, si possono porre

su ciascuna riga dell'albero non tutte le cifre da 0 a 9,

- ma rappresentarne 5 o 2 col conseguente moltiplicarsi de-

gli elementi dell'albero in 2 o 5 righe differenti che

potremo.ad esempio rappresentare al modo seguente:

5 5%
5. 5T
5F
55
5.




dove, nel primo caso, accanto all'* faremo seguire le cifre
da Uadeal.daba9; nel secondo allo * i valori 0 e 1,
aT2e3, aFdeb5,aSb6e7ea.8e9. (1)
Uti]iiz%ndo per il nostro esempio la prima delle
due possibilita avremo
Unita = 10.000

2. 89

3* 24

3. 55773

4% 234

4. 78
5% 4

HI 197

La méggiore diluizione delle cifre ci consente di ricavare

delle informazioni significative in modo probabilmente pil

immediato. I1 grafico ci dice che 1 prezzi sono distribui-
ti in modo abbastanza simmetrico intorno ad_un valore cen-

trale di circa 37; i1 valore 197 2 chiaramente un valore

'anomalo' che, se lo vogliamo, richiede un'analisi a s&.

(1) T per two e three, F perfour e five,S per six e seven.




~Presentiamo ora un esempio che utilizza i dati relativi alle
. . . 0 ..
temperature medie annuali espresse in C , e alle precipita-

zioni annuali in mm per 39 stazioni termopluviometriche ad

osservatori posti nel bacino del Tevere, ricavati dalla pub-
blicazione ISTAT (1981)

Annuario di statistiche metereologiche.

[ rispettivi diagrammi ''albero e foglia'" sono i sequenti

Grafico 2.1 Temperature medie annuali-bacino del Tevere
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Grafico 2.2 Precipitazioni annuali-bacino del Tevere
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- Dal grafico 2.1, osservato il caso ''anomalo'' del monte
Terminillo con media annuale di 3,8 °C, possiamo dire che
'la temperatura sembra mostrare una distribuzione abbastan-
za uniforme fra g]fv11 e 15 gradi.(1)

- Per le precipitazioni si pud osservare una forte concen-
trazione intorno ai valori fra gli 800 e 1000 mm, con zo-
ne dai valori pil elevati, intorno a 1150, 1500 = 1700 mm.

Ora, ca1cp]éti da]lé definizione dell'indice di aridita del

de Martonne [67] (uno dei vari indici climatici utilizzato

soprattutto per cercare di spiegare le ripartizione della

vegetazione), data da
P
(T+10) °

dove P 2 la piovosita annuale espressa inmme T la tem-
peratura media annuale in °C, i valori di tale indice per

le 39 zone di cui disponiamo dei dati, dal corrispondente

(1) I grafici, elaborati con programma in Fortran, oresen-
tano sulla sinistra la colonna della profondita, che
da per ciascuna riga dell'albero il numero dei valori
presenti sulla riga e su quelle piu vicine al Timite
pil prossimo del gruppo dei dati. Per la riga che con-
tiene i1 valore centrale viene riportato fra parente-
si i1 numero di elementi della riga stessa. .
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diagramma ''aldero e foglia'' sembra di poter discriminare
meglio le zone che gia si potevano individuare nel grafi-
co precedente

Grafico 2.3 Indici di aridita dé artonne - bacino del

Tevere
gNIT = 1.0000
3 2. 579 -
3 Ix 22
T5 3. 557778359939
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2.2 '"Valori lettera"

Se i1 diagramma albero e foglia ci consente di avere
una visione d'fnsieme della distribuzione empirica dei dati,
tuttavia esso non ci da valutazioni strettamente quantitati-
ve, maneggiabili humericamente. Ora i1 nostro scopo 2 defini-
re, stabi]eﬁdo certe convenzioni, delle quantita sommarie,
che chiamiamo valori-lettera, utili, nella maggior parte dei
casi, a definire sinteticamente le caratteristiche fondamen-
tali della struttura dei dati e a confrontare fra loro diver-
si gruppi di dati. Non ci si deve certo aspettare che queste
quantita sommarie ci rivelino comportamenti inusuali o aspet-
ti di dettaglio, per quanto questi possano essere importanti
per una effettiva comprensione dei dati. Esse ci consentono
di formarci delle idee che, per la gran parte dei dati che
capita di trattare, ci rivelano gli aspetti essenziali del-
la distribuzione.

X X 1 numeri che costituiscono il no-

Siano X 93 X3P5Xjf"n

"’
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stro gruppo di dati. Da essi formiamo i1 campione ordinato
x(]y.,x(iy,,x(n) dove X(i) 2 la i-esima osservazione pil pic-
cola.

Per ciascun elemento definiamo suo rangb superio-
re e inferiore la misura, intesa come conteggio di elemen-
ti, della distanza rispettivamente dal minore e dal maggio-
re degli elementi del campione ordinato, percorrendo i da-
ti, una volta nel verso crescente e 1'altra nel verso de-
crescente. tharamente, se 1'elemento Xj diventg X(i) nel
campione ordinato,” i1 suo rango superiore sara i e quello
inferiore n+1-i.

Per ragioni di simmetria, ovvero per dare uguale importan-
za aj due estremi del campione ordinato, sembra convenien-
te definire per ciascun elemento un'altra quantita: la

sua profondita; essa & i1 pil piccolo fra i due ranghi as-
sociati al dato.

La profondiﬁa di un elemento ci da la distanza di

questo dal pil vicino dei due estremi del campione. Utiliz-
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zando questa nuova quantita possiamo ricavare una serie di

quantita chiave nel gruppo dei dati ordinati. A profondita

(n+1)/2 abbiamo la mediana, quel valore centrale della di-
stribuzione che ha fra i dati tanti elementi ad essa supe-
riori quanti inferiori. (1)

Indicheremo la mediana con la lettera M e quando
écriveremo D(a) intenderemo la profondita dell'elemento a.
A profondita 1 troviamo 6hiaramente i due valori estremi
della distribuzione. In questo caso, come per ogni altro,
escludendo la mediana, avremo a una éerta profondita due
valori posti simmetricamente rispetto ad M.

Un modo che riesce utile per caratterizzare il gruppo dei

(1) Nel caso di n pari calcoleremo la mediana come media
aritmetica dei due valori vicini di rango superiore
(n+1)/2 - 1/2, (n+1)/2 + 1/2.
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dati 2 considerare successivamente i punti centrali delle co-
de della distribuzione definite dai valori precedentemente
calco]afi. Partendo dalla mediana definiamo i quarti della
distribuzione, che indicheremo con la lettera F, eome i va-
lTori mediani delle code della distribuzione a destra e a
sinistra di M. Essi avranno profondita pari a

D(F) = ([(D(M)I+ 1) /2
dove con i1 simbolo [.] 3 iﬁtende la funzione parte in-
tera.
Nel caso che D(F) sia una quantita semintera calcoleremo
i quarti facendo la media aritmetica .dei due valori vici-
ni posti a profondita.-l/Z e +1/2 rispetto a quella rica-
vata.
Si possono definire successivamente, con le convenzioni
stabilite sopra, gli ottavi,i sedicesimi, etc.. della di-
stribuzione partendo dalla loro profondita, defiﬁita dal-
la formula

(1) [profondita quantitd precedente] + 1

- - - ——— - - - - - . s = - -




O) OOt ) [k w2

=33 - .

Per indicare questi valori useremo come simboli delle apposi-

te lettere. Chiamiamo, secondo le convenzioni del Tukey, la

mediana valore M, i quarti valori F, gli ottavi valori E e

 successivamente avremo i valori D,C,B,A,Z,Y,X. gl

o2

Come esempio riportiamo alcuni di questi valori calcolati

per le precipitazioni annuali in mm da 39 stazioni termo-

pluviometriche ed osservatori posti nel bacino del Tevere,

di cui abbiamo gia visto il diagramma ''albero e foglia'.

3
m Cl

DEE LOWZR 7p223 ¥TH SPRTAD
= 33 I
20.0 1030.100 1030.100
10.5 885.100 1212.100 1069.100 326.000
5.5 315.200 1531.559 1173.425 716.250
2.0 749.700 1513.600 1181.650 261.900
2.0 525.300 1702.200 1144.500 1075. 200
1 517.500 1765.500 1157.000 1219.000

Accanto a ciascun valore lettera (mediana, quar-
t1',~ ottavi ed estremi) vengono riportate di seguito la pro-
fondita a cui 2 posizionata, il Qalore od i valori %nferio-
re e superiore, il valore medio di questi e la loro diffe-

renza. Specie queste ultime due gquantitd ci forniscono uti-




- 34 -

1 informazioni sulla struttura della distribuzione, 1'anda-

mento del valore della mediana e delle medie dej successivi

valori Tlettera ci da indicazioni sulle caratteristiche di
simmetria o asimmetria della distribuzione; quello delle To-
ro differenze sulla rapidita con cui cresce 1'ampiezza del
campo dei valori quando ci spostiamo verso le code dé]]a
distribuzione, anche se non siamo in grado di controllare
1'influenza che eventuali valori anomali hanno sﬁ tale am-
piezza.

[ valori lettera e le quantita che da queste po-
tremo definire hanno delle interessanti proprieta stati-
stiche in relazione alla presenza, nel gruppo dei dati,
di grossolani errori di misurazione o di valori eccezio-
nali, nel senso che hanno proprieta notevolmente diffe-
renti da quelle del nucleo dei dati. ]
Esse sono chiamate stime resistenti, ad indicare che so-
no insensibili a queste eventuali anomalie presenti nej

dati. Al contrario, la media aritmetica e lo scarto qua-
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dratico medio, le classiche misure di localizzazione e di di-
spersione, vengono perturbate dalla presenza anche di un sin-
golo dato anomalo. La mediana si presenta come una stima di.
localizzazione estremamente resistente, in quanto, ad esem-
pio nel caso in cui il 50% dei dati viene sostituito con va-
Tori eccezionalmente elevati, la sua variaziéne resta limi-
tata.

Una stima di 1ocaiizzazione meno resistente della mediana,

ma che tiene parzialimente conto delle caratteristiche di
dispersione de]lé distribuzione & la cosiddetta Triméan

1 F1 s 20y Fu

dove M & la mediana, Fu e F] rispettivamente i1 valore F
superiore ed inferiore.

Nel nostro esempio 4=1030 Trimean= 1039

Per misurare la dispersione possiaimo semplicemente pren-

dere la dispersione sui quarti (1)

Nel nostro esempio dF = 326

(1) Usualmente indicati: in statistica come differenza in-
terquartile. '
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Trainite dF possiamo ricavare un criterio empirico per la in-
dividuazione di valori anomali, che secondo i criteri della
EDA, richiedono un'anali;i particolareggiata per comprender- |
ne 1'originé. I1 criterio proposto consiste nel definire da-
ti anomali quei valori che assumono.valori all'esterno del-
1'intervallo detto di troncamento.1,5 dF
(F] - 1;5dF, Fo+ ],SdF) : (2).
Nel nostro esempio abbiamo come valori anomali 1700

e 1760 delle stazioni rispettivamente di Atina e Casamari.

(2) Non c'2 nessuna indicazione teorica per tale scelta,
pare comunque che funzioni abbastanza bene. Come ter-
mine di confronto, nel caso di una distribuzione Gaus-
siana la percentuatle della distribuzione che cade al
di fuori dell'intervallo di troncamento 1,5 dF 2 0,00698.
‘Per campioni finiti di dimensione n, provenienti da
una distribuzione Gaussiana, c'2 un lavoro di Hoaglin,
Iglewicz e Tukey (1981) [10] che verifica, attraverso
simulazioni, la approssimazione di questa percentuale
con la formula

0,00698 + 0,4

Oltre a tale intervallo ilnTukey propone di considera-
re per individuare i dati "molto anomali'' anche 1'in-

-

tervallo (r] - 3dF’ Fu + 3dF) detto di troncamento 3dF
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2.3 ""Valori lettera'': alcune osservazioni

La definizione di mediana come la quantita che di-
vide in due meta la distribuzione dei dati & certo familia-
re; i quarti, tranne che per i1 modo specifico di calcolar-
19, coincidono praticamente con i quartili della distribu-~

zione. G1i altri valori lettera sono meno familiari nella

pratica dell'analisi statistica. E' ragionevole chiedersi

una giustificazione del modo in cui vengono calcolati; ad
esempio domandarsi perche si utilizza la formula {1)del par,z_ze;
non direttamente la profondita n/4 per i quarti o n/8 per
gliottavi.

Una prima risposta & che la (1) -semplifica il procedi-

mento di calcolo, nel senso che ciascun valore lettera

o corrisponde direttamente a un valore dell'insieme dei

dati o alla media di due valori adiacenti. Questaa'perb,

non & la spiegazione completa; in quanto, per esempio,

per n=11 n/4 =23 e si sarebbe potuto arrotondare il
1
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valore della profondita a 3, mentre & posta a 3 1. La parte
, | 5

rimanente della giustificazione & che si & deciso di fissa-
re la frazione dei dati da lasciare sulla sinistra di cia-
scun valore lettera inferiore (e sulla destra per ciascun
valore lettera superiore) alle potenze successive di 1/2.
Per ricavare la relazione fra valore di profondita e cor-
rispondente frazione di dati, diciamo, alla sinistra nella
distribuzione abbiaﬁo bisogno di un risultato preliminare

e alcune considerazioni.

Supponiamo di avere una popolazione P con funzio-
ne di ripartizione F(X) derivabile. Siano xj..xn le varia-
bili casuali relative a un campione di ampiezza n estrat-
to da P. Le osservazioni ordinati in senso crescente, espres-
se come X(]p X(Z)"’ ;<(i),...,x(n), sono chiamate le sta-
tistiche d'ordine Qel campione dato, e X(i) 2 detta stati-
stica d'ordine di rango 1.

Cerchiamo ora 1'area sottesa dalla distribuzione della po-

polazione P che i1 valore mediano della variabile casuale X(i)
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lascia alla sua sinistra.

La probabilita chevun valore compreso tra x e x+dx sia la
statistica d'ordine di rango i in campione di dimensione n
@ la probabilita calcolata da una multinomiale relativa ai
3 possibili eventi (-, x) (x,x+dx) (x+dx,+®@)

che si verificano rispettivamente (i-1), 1, (n-i) volte

su un totale di n prove.

Essa & pari

! FoOT -F)™ T flx)dx = PR
(i-1)! (n-1)!

in quanto F(x), 1-F(x), f(x)dx sono le probabilita rispet-
tivamente degli eventi elementari

(=0 ,x) (x+dx, +00) (x,x+dx).

I1T valore mediano di X(i) g il valore *1 5 tale che
X5,.5
’}— ﬂn(k)dx = 1/2
-©

osservando che f(x)dx = dF, si vede che basta risolvere que-

sta equazione per la sola distribuzione uniforme per trova-
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re risposta alla nostra richiesta.

Si ha: -
n! F.
is.5 . ,
(i-1)!(n-1)! jo T ™ w12
dove F. = Fx... ). Interpolando le tavole della funzio-

i,.5 i

9
na beta incomplety si pud arrivare ad una approssimazione
ragionevole per F, ..
i,.5

Ora appunto i1 valore F.“5 misura, qualunque sia F(X), la
area della distribuzione di P che il valore mediano della
statistica d'ordine di rango i'di un campione di ampiezaa n
Tascia alla sua sinistra.

Se ora prendiamo in considerazione le famiglia di defini-
zioni proposte da Blom [2] per descrivere le frazioni dei va-

lori della popolazione alla sinistra dello i esimo valore pil

piccolo in un campione di dimensione n

(frazioneéx('i)) = i- X
n+1-2 oo

dove &, & il parametro delle famiglie, vediamo [10] che

pera.= 1/3, con cui abbiamo
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Wl —

L i}
(fraz1one\x(i))

W —

tale valore @ con buona approssimazione molto vicino al va-
lore Fi,.S' Cio2 che, qua]unque‘sia la djstribuzione,conti-
nua della popolazione P, la frazione di dati lasciati a si-
nistra del valore mediano della statistica d'ordine di rango
i in un campione di ampiezza n 2 ben approssimata dalla de-
finizione di Blom, con
C( = 1/3,della frazione dei dati che,sempre nella popolazio-
ne restano alla sinistra della i-esimo valore piu piccolo
in un campione di dimensione n.
Invertendo la relazione di Blom e fissando i valori per
la frazione dei dati come potenze intere di 1/2 ricavia-

mo le corrispondenti profondita

d =&n+1}x(1)”+1'
n 3] \2] 3

che potremo associare a degli ideali valori lettera.

Attraverso una analisi dettagliata [10], emerge che le
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differenze fra le profondita di valori lettera ideali e Je

profondita definite dalla (1) sono non rilevanti, e preci-

samente

1)

La

- .

Ta profondfta definita dalla-(1)- 2 sempre pil intérna
ai dati di quella ideale

la maggior parte delle volte la differenza 2 minore di
1/2 (sempre per i valori F, 3/4 delle volte per i valo-
ri EeD, e circa 2/3 per il sequito)

la differenza fra le due profonditd non 2 mai superio§
re a]]'uAita.

semplicita di calcolo va a tutto vantaggio della (1)
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Utilizzando alcuni dei valori lettera precedentemen-
te definiti, la mediana e i due quarti, si pud ricavare una
semplice rappresentazione grafica che ci consente di eviden-
ziare ,senza disperderci nella analisi dei singoli valori, le
caratteristiche di localizzazione, di dispersione, di simme-
tria, di Tunghezza delle code e la eventuale presenza di da-
ti anomali. Questo grafico, chiamato diagramma a scatola vie-
ne costruito nel modo seguente.

S una linea orizzonta]e; scelta una scala adeguata a rap-
presentare 1'intero gruppo dei dati si indichera con un segno
+ la posizione della mediana.
Ai lati vengono segnate con due segmenti verticali -le posi-
zioni dei due quarti superiore ed inferiore. Per evidenzia-
re che in quasta zona del grafico ricade la meta dei valori
de]ia distribuzione, uniamo gli estremi corrispondenti dei

due segmenti a formare una scatola rettangolare.
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Partendo dai due segmenti tracciamo verso 1'esterno due linee

fino ai punti che, sulla scala, corrispondono ai valori della

distribuzione immediatamente superiori e inferiori rispetti-

vamente a F] - 1,5 d:,vFu'+ I,SdF. Questi puﬁti sono chiama-

ti valore adiacente inferiore e superiore e ci danno una idea
della lunghezza delle code della distribuzione nei quarti

esterni restanti. Indicheremo con un * i valori esterni al-

xl

1'"intervallo di troncamento 1,5 dF; se fra questi ce ne so-
no alcuni lontani dal rispettivo quarto per una quantita su .

periore a 3d. 1i evidenzieremo con il simbolo 0; questi ul-

F
timi 11 chiameremo ''valori molto anomali''. Riportiamo come
esempio i1 Diagramma a scatola ai dati sulle precipitézioni
dell'anno 1981 del bacino del Tevere e del bacino medio si-
nistro del Po, sulla medesima scala, uno sotto 1'alto, per

consentire il loro confronto.

Grafico 2.4 Boxplots della precipitaziona del bacino del
Tevere e del medio Po sinistro




Vogliamo osservare che un uso meccanico di questo metodo pud
portarci a valutazioni fuorvianti e-a perdere il "messaggiof
contenuto nei Aati. Riprendiamo dal testo del Tukey 1'esem-
pio che riporta i risultati di una serie di sperimenti effet-
tuati da Lord Rayleigh sulla densitd del 'nitrogeno' ricava-

to da varie fonti. Queste misurazioni evidenziarono una net-

ta discrepanza fra la densita del gas nitrogeno prodotto dal-
T'aria con quella ricavata per il gas prodbtto dalla decom-
posizione di alcune sostanze chimiche, portando alla scdper-
ta dell'argon. I risultati di Rayleigh furono i seguenti:

Pesi ricavati da Rayleigh per un volume standard di

'nitrogeno’
Data Origine Agente purificante Peso
29/11/93 NO Ferro rovente 2,30143
5/12/93 " " 2,29816
- 6/12/93 " " 2,30182
- 8/12/93 " " 2,29890
12/12/93 Aria " 2,31017 -
14/12/93 " " 2,30986
19/12/93 " " 2,31010
22/12/93 " " 2,31001
26/12/93 NZO " 2,29889
28/12/93 NQO " 2,29940
/1794 NH4NO " 2,29849
13/1/94 NH4NO " 2,29889
27/1/94 Aria Idrato di Ferro 2,31024
30/1/94 " " 2,31030
1/2/94 " " 2,31028
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[1 diagramma a scatola. dei pesi del nitrogeno 2 il seguente

- - D D WD W - s A > - -

[1 grafico & chiaramente fuorviante come una semplice ana-

Tisi con i1 diagramma albero e foglia chiarisce. §

U¥IT = 0.0010
€ 229. 8833839
{2) 230« 11

7 230T

7 230F

7 2308

7 230. 9

6 231x 000000
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2.5 Alcuni esempi

Dal [’10] ~riportiamo 1'esempio relativo ad un campione di 994 I

famiglie cui & stato chiesto i1 reddito annuale in $.

Dai dati & stata ricavata la seguente tabella riportante

tutti i possibili valori lettera. La tabella riporta anche,
come esempio di possibile utilizzazione dei valori lettera,
la media aritmetica dei loro valori superiore ed inferiore.

Essi sono posti al di sotto del valore della mediana.

n=994
L , U

M 497,5 3480
F 249 2412 3678 4944
E 125 1788 4115 6433
D 63 1517 4400 7284
c 32 1248 4799 8350
B 16,5 963 4978 8994
A 8,5 727 5241 9754
Z 4,5 579 5394 10210
Y 2,5 345 5510 10675

1 114 5494 10874

Le medie dei valori lettera, che chiameremo midF,midE ..
mostrano in questo esempio un andamento chiaramente cre-

scente. Il carattere sistematico di questo ci suggerisce
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una asimmetria destra della distribuzione (valori concentra-

ti in un piccolo intervallo sulla sinistra della distribu-
zione e maggiormente diluiti sulla destra); ci fa inoltre
pensare cﬁe questo non sia addebitabile a qualche va]ofe
eccezionale posto alla sinistra della distribuzione come
avremmo potuto pensare nel caso che solo i valori estremi

avessero presentato andamento crescente.

Un'uti]izzgzione abbastanza naturale del Boxplot
2 i1 confronto fra differenti grﬁppi di dati. Esso ci con-
sente infatti di percepire immediatamente la posizione re-
lativa delle mediane e dei valori adiacenti e di avanzare
su questo, ipotesi sulle distribuzioni che potremo succes-
sivamente valutare nella fase di confermal(analisi della
varianza a una via, per esempio).
Costruiamo, sempre su suggerimento del testo citato i
Boxp]ots relativi aj]e maggiori i0 citta italiane, fran-
cesi ed indiane. I dati sono i seguenti (popolazione del

1967 espressa in centinaia di migliaia di individui)




Italia

Roma 23,59

Milano
Napali
Torino
Genova
Palermo
Firenze
Bologna
Catania
Venazia

15,30
11,82
11,14
7,84
5,90
4,54
4,44
3,61
3,36
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Francia

N
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Parigi
Marsiglia
Lione
Tolosa
Nizza-
Bordeaux
Nantes
Strasburgo
St.Etienne
Lilla
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[1 grafico dei 3oxplots 2 i1 sequante:

India

Bombay 45,37
Calcutta 30,03
Delhi 22,98
Hyderabad20,62

"Madras 17,25

Howran 16,11
Anmedabad11,49
Kanpur 9,47
Bangalore 0,07
Poona 7,21
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3. TRASFORMAZIONE DEI DATI

3.1 Premessa

[ gruppi di dati, di cui generalmente ci si occupa

in statistica, si presentano in tre ampie classi:

ammontare di quantita e conteggi

saldi, differenza fra quantita

rapporti e percentuali
A questi possiamo aggiungere, per completezza, le misure
che appaiono sotto forma di valori simbolici ordinati in
una scala. I1 primo tipo di dati, qué]]o di cui ci occupia-
mo, non possono chiaramente assumere valori negativi e, a
priori, non hanno un limite superiore e presentano spesso,
per questo motivo, una asimmetria destra nella distribuzio-
ne. Rientrano in questo tipo di dati misure di altezze, di

i superficie, di distanze come anche numero dei morti, di in-

cidenti, etc.. .
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Se pensiamo il secondo tipo di dati come differenze
fra quantita del primo tipo, potremo applicare indirettamen-
te énche ad essi i procedimenti di cui si parlera.

La prima e piu immediata ragione per sottopokre a
trasformazione numerfca i dati & che se i1 campo dei Toro
vaiori @ molto ampio pud risultare difficile una loro rap-
presentazione grafica, ad esempio col diagramma '‘albero e
foglia''. Se il rapporto fra il valore mass}mo e minimo 2
molto elevato, diciamo 100 e piu, & conveniente, sia per
la memorizzazione che per una rappresentazione, utilizza-
fe i logaritmi in base 10 o la radice quadrata dei dati
di partenza.

Ricaviamo dal Rapporto sull'energia 1982, predi-
sposto dall'ENI, le capacita di lavorazione di decreto,
misurate in migliaia di tonnellate annue, de]]e_raffine-
rie italiane; esse danno Tuogo al seguente diagramma ''al-

bero e foglia'':
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Unita 0.1
0 122335
1 013666
2 6
3 9999
4 0365
5 00122369
65
78
80

10 0
110

20 34

Utilizzando i Togaritmi in base 10 delle capacitd, ottenia-
mo la seguente rappresentazione, con un guadagno nella vi-
sione complessiva e per la possibilitad di confronti fra le
varie capacita:

1og]ocapacité.
Unita 0.1

-1 0

-0. 5577

-0 03

+0 012224

+0. 666666777777777789
+1 0011233
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Altre volte una trasformazione pud avere un signi-
ficato direttamente legato alla natura del fenomeno investi-

gato, facilitandoci nella sua lettura.

In un lavoro di C.L.Hall (1934) sull'apprendimento dei rat-

ti a percorrere un labirinto vengono riportati per 4 diver-

si animali, nella seconda giornata di esperimenti, i tempi

di percorrenza per andata e ritorno. Rappresentandoli in
un diagramna ''albero e foglia'', arrotondando sull'ultima

cifra significativa, essi danno:

1° Ratto 2° Ratto 3° Ratto 4°Ratto Unita 1 s
0 43
0. 87 9 66 56678
1 34 23 1
1. 9
2 2
2. 6

Dal grafico sembrerebbe che i1 4° Ratto abbia valori molto
concentrati e che, al contrario, il 1° e il 2° abbiano tem-
pi-con notevole dispersione.

Riportando i dati invece che in s° . in 1000/s, = misuran-

do la velocita di percorrenza invece del tempo, il grafico




diventa:
0 4

0. 87
1 34
1.

2

2.

3

3.

588

42
88

Unita 1000/s

Ora i1 1°, 2°, 4° ratto hanno dispersioni simili; i1 3° na

una dispersione maggiore dovuta, sembrerabbe, ai primi due

-viaggi molto rapidi.
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3.2 Trasformazioni di elevamento a potenza

Per trasformare i dati ci Timiteremo alla seguente

famiglia di trasformazioni:

, p
M os = X per p# 0
P p
In(x) per p=0

dove x & la variabile positiva da trasforinare e p, indice

della trasformazione, un qualsiasi numero reale.

La Qp(x), funzione reale della variabile reale positiva
X @ chiaramente continua per qualsiasi valore di p
Considerando 1'indice, p della trasformazione co-

me a sua volta una variabile reale, la funzione y(p,x)=0

»(x)
risulta continua per qualsiasi valore di p. Per p#0 & im-
mediato (segue dalla continuita rispetto a p di P e di

p e del loro quoziente per p#0). Per p=0 basta osservare '

~che

L yip,x)=Tn(x)=y(0,x)

p—;a




La proprieta della continuita si estende alle deri-
vate di ordine qualsiasi rispetto ad x e p.

La famiglia di funzioni data dalla (1) si presta
" assai bene allo stuaio comparativo dei risultati derivanti
dalla Io}o applicazione alla variabile x. Per essa si veri-
ficano le seguentj proprieta:
- qualunque sia p, Qp(x) ha un andanento monotono crescente
(Q‘p(x)=xp‘1> U se x> 0) e conserva quindi 1'ordinamento ori-
ginario dei datij
- ciascuna di esse conserva la propria convessita; per p> 1
2 p“(x)?O, per p< 1 gp“(x)(O.
- Ciascuna.di esse passa per il punto (1,0) ed ha ivi tan-
| gente con coefficiente m=1 (ﬂp(])=0, ﬂp '(1)=1Vp).
Per X positivo e limitandoci al caso p>3 verifichiamo che
la differenza della variazione rispetto ad 1 della x e del-

la variazione rispetto a 0 della trasformata pud essere re-

sa <¢§ ngo in quanto




- 57 -

x - (14071 ‘ P B g

= 2 p
(P-1) R (X) (P-1) 1 é}a
k 2 P 2

dove Rz(x) 2 i1 resto dello sviluppo in serie di potenze di
(1+x)P del secondo ordine.

Nell'approssimazione del 1° ordine nel punto (1,0)
la éca]é deilva1or1 trasformati resta inalterata. Per osser-
vare variazioni nel grado di trasformazione dei dati occor-

.
re passare ad approssimazioni del 2° ordine. In questo ca-
so ad una variazione simmetrica a destra e a sinistra del

punto x=1 pari al\ x e -Ax si osservano variazioni nelle

trasformate pari rispettivamente a

@) Ay =Ax+ p-1lhx)°

Ay=-Ax+ pi(AX)z ,
—

nel caso p »1 la variazione per i valori trasformati mag-

gjori di 0 supera la variazione determinata per la x; il
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contrario si verifica per i valori inferiori a 0. I1 coripor-
tamento opposto si verifica per p<1.

E' interessante studiare i1 caso di una trasformazione gene-
rata da una circonferenza passante ber il punto (1,0) e con
centro sulla retta y = -x+1, perpendicolare alla tangente co-
mune alle curve della famiglia Gp(x)‘nel punto suddetto.

In questo caso la trasformazione 2 esprimibile, nella appros-
simazione del 2° ordine, al modo seguente in un intorno di
X =1:

y(x) = (x=1) = V2 (x-12 = Ax + Vo(Ax)?

r r

dove r =\(§ (xo - 1‘ e il raggio della circonferenza con
centro di ascissa Xo* Quindi 1'effetto di 2° ordine della

trasformazione & regolata dalla curvatura 1 della circon-

L
r
ferenza tramitz i1 fattore \/2, (in quanto esprimiamo le
variazioni del 1° ordine della lunghezza della curva tra-

mite le variazioni nella variabile x).

Questo ci spinge a riscrivere la (2) nel caso
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p>1 cosi:

3) Ay =Dx + NZp-§Ax® =Ax+ \/?Kp(])(Ax\)Z

23/2

dove Kp(]) @ i1 valore della curvatura di @ p(x) nel punto

x=1., Si ha infatti:

. p-2
(4) Kp(x) = [P-11 X -
e per x = 1
SR P-1l
23/2

Ne risulta, per fnciso, che la curvatura tende a 0 sia al
crescere di x sia quando x tende a O.

Cid che si vuole soprattutto osservare & il com-
pgrtamento opposto per i casi di p>1 e di p<1, e come al
crescere del valore di p.1'effetto di contrazione o dilata-
zione della scala nel punto (1,0) tende ad aumentare in mo-
do pronorzionale alla curvatura, che & a sua volta propor-

zionale a |1-p].
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Come scopi specifici della trasformazione faccia-
mo per ora riferimento aj due seguenti, in relazione a'piu
insiemi di datij:

- dare forma simmetrica alle singole distribuzioni

- raggiungere un'uguale dispersione fra i diversi

gruppi di dati.
I due obiettivi sono chiaramente legati al proseguo della
analisi nella fase confermativa; le suddette caratteristi-
che facilitano, infatti, e rendono pil efficace 1'applica-
zione di alcuni test statistici. Gia nella fase esplorati-
va, tuttavia, queste consentono confronti di tipo qualita-
tivo pil immediati e significativi;

Questi obiettivi non sono in linea teorica com-

patibili, utilizzando la famiglia di trasformazioni Prima

definita; pud, d'altra parte, accadere che una singola tra-
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sformazione ci porti, in buona approssimazione, ad entrambi
i risultati.

Diamo ora due criteri empirici per valutare i1 coef-
ficiénte'p della trasformazione Qp(x) chekporta i dati ad as-
sumere, rispettivamente, sfhmetria nella loro distribuzione
e uguale dispersione nei diversi gruppi.

Criterio per la simmetria

- - - - - - - - - - - .- -

Costruiamo i1 grafico costituito dai punti aventi come ascis-

sa il valore

2 .
-M)”+ (M- XL)

aM
e come ordinata il valore
) - M
dove_M indica la mediana e XU e XL il valore 1et£er$ supe-
riore ed inferiore di una data profondita.
Se questi punti, ottenuti in corrispopdenza ai differenti l

valori lettera, si dispongono secondo una retta di penden-
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za b i1 valore p del coefficiente della trasformazione sara

"~ posto uguale a 1-b.

Una giustificazione per questa regola 2
LR 4
te ragionamento:

si cerca i1 valore di p tale che

P_wp _ P _ P
xU M M xL

ovvero

P, P
XU + XL _ Mp

2

qualunque sia il valore lettera rappresentato dalla X.
Se sostituiamo in una di queste due espressioni, 1'espan-

sione in serie di Taylor fino al 2° ordine di xP e di

U

L

no del segno per p< 0, rispettivamente

PP+ P!y

- M) + plp-1)  p-2 2
i LAY LAY - N
v U U > i1 (XU 1)
p P Pl + plp-1) . p-2,. 2
Xr X v - AL -
L= M+ pi (XL ) 5 M ()(L )=,

il seguen-

xP intorno al valore M, che risultano, per p # 0 e a me-




X, + X 2 0 2
U L~ (1-p) (XU - M)+ (M XL)

2 M

Percid, possiamo dire che se il valore cercato di p esiste,
esso & ricavabile con il criterio proposto.
La quantita che al secondo membro amoltiplica (1-p) 2

una quantita crescente all'aumentare della profondita dei

valori lettera. I primo meinbro, in un gruppo di dati gia
sjmmetrico dovrebbe essere costantemente nullo. Nel caso
che mostri un andamento crescente o, di contro, decrescen-
te, ne]]'jpotesi che 1'approssimazione al 2° ordine dello
sviluppo in serie di Taylor sia buona, il valore approssi-’
mato di p che si ricava dalla pendenza b della retta sara
altrettanto buono per rendere simmetrica la distribuzione
di partenza.

Come criterio alternativo al calcolo della pen-
- denza, si pud direttamente calcolare il rapporto di cia-

scun valore in ordinata col corrispondente valore in ascis-
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sa; se questi valori sono fra loro approssimativamente ugua-
1i, si potra ritenere che i1 valore di p che ne ricaviamo sa-
ra efficace.

A scopo esemplificativo, ritorniamo al primo esein-

J

]

I pio del paragrafo 2.4, relativo aij redditi delle famiglie.
Avevamo gia notato 1'andamento crescente delle medie dei va-

l Tori lettera, arguendone una asimmetria destra nella distri-

buzione. Per valutare la possibilitd di renderla simmetrica
calcoliamo per ciascun valore lettera la stima relativa del

valore di p. Otteniamo i seguenti valori:

Valori lettera Stima di p

()}

GO P WWwN —
O W o

= O

N

o

OO OO OoCcoOooo

F
E
D
C
B
A
z
Y

. A crescenti valori lettera corrispondono stime di p crescen-

ti e, quindi, trasformazioni meno potenti; evidentemente le

caratteristiche di asimmetria non sono distribuite unifor-




menente e tendono ad essere maggiori per i valori lettera
pil interni. In pratica cid rende impossibile trovare una
trasformazione, fra quelle che abbiamo ipotizzato, che sia

in grado di darci simmetria lungo tutta la distribuzione.

Date n collezioni di dati, indichiaino con Mie d-. rispet-

Fi

tivamente la mediana e la dispersione sui quarti dell'i-

esimo gruppo. Costrujamo i1 grafico riportante, per i diver-
si gfuppi,in ascissa il ]og]0 Mi e in ordinata il 10910 dFi'
Se i1 grafico rappresenta un andamento approssimativamentz
Tineare con pendenza pari a b, p=1-b & 1'esponente dalla
tras%ormazione cercata.

Alla base del detto criterio vi sono, naturalmen-
te, ipotesi sulla validita di certe approssimazioni, ¢ome

verra chiarito qui di seguito.

Sia x una variabile casuale con mediana v, con




quarto inferiore pari a FT’ quarto superiore pari a Fu e di-

spersione sui quarti pari a Tx(v). (Stiamo in realta trattan-

do con un insieme di variabili casuali indiciate da v).
Cerchiamo una trasformazione y=@(x) tale che Ta dispersione
sui quarti Ty(ﬂ(v)) sia costante. Supponiamo che la funzione

¢ amnetta derivate continue fino al 3° ordine almeno.

E' per ipotesi F -7, = T\((v). Per ciascuna v esiste un

/

>\'~' A) tale che 7 - V:)\T\ (v) e
v - F (1- )\
Riesce 0¢ A€ 1.
Per ottenere un'espressione per Ty = Q(Fu) -Q(F])
sviluppiamo in serie di Taylor ciascuno dei due termini che

1o compongono intorno al valore v, troncando lo sviluppo

al 2° ordine; otteniamo

| 2
B (F)= 8 (v+ NWT () = 8 )+ AT v >‘ A )

0(F,)=Blv-(1- ) DT W)= By -)-(1->\(v))Tx(v) griv)s

g (v),

2!
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Per Ty otteniamo, percid, la seguente aponrossimazione

2
L . (2A(V)-1T° (V)
2!

Ty=¢(

-1

- L4

Consideriamo i1 termine di 2° ordine. Esso 2 composto dal fat-
tore (2)\(v) - 1). Osserviamo che 1) questo al massimo pud
assumere il valore 1, 2) se x fosse una variabile casuale
simmetrica sarebbe nullo e 3) pil realisticamente, se il
quarto superiore fosse 2 volte pil lontano dalla mediana

del quarto inferiore varrebbe 1 = il valore §' (v) misura
la concavita di @ intorno al valore della mediana v; se que-
sta non & eccessivamente vicina a 0 e @ & approssimativamen-
te lineare intorno a v, allora si pud valutarla come una
quantita piccola. 11 termine TX(v) possiamo ritenerlo del-
T'ordine di grandezza di uno scarto quadratico medio, misu-
ra che riteniamo finita. Queste osservazioni c¢i portano a
ritenere trascurabile i1 termine di 2° ordine rispetto a

quello di 1°,

In questo caso abbiamo dunque Ty = TX(V)Q'(V);
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Imponendo 1a costanza a Ty abbiamo Tx(v) g'(v)=c
che dalla conoscenza di Tx(v) ci consente di rigavare la tra-
sformazione cercata: g (x) =c }’Tx-] (x) dx .

Si & voluto riportare'i1 precedente argomento, ri-
preso dal testo []Oﬂ,non certo per il suo rigore, quanto per
consentire una-valutazione sul carattere appréssimativo del
criterio prop&sto.

C'e da aggiungere, comunque, chie, a datta degli
autori dei testo citato, tale criterio rappresenta un raffi-.
namento nella letteratura sulla questione, anche se certo
non una parola definitiva.

Specializzando i1 risultato di cui sopra all'ipo-
tesi in cui Tx(v),= kvb, Te possibili trasformazioni che ot-
teniamo sono, a meno di una costante moltiplicativa e di

una costante additiva, quelle della famiglia delle trasfor-

mazioni di potenza. Abbiamo infatti

x) = % x-b dx = é}X]-b +c2 per b # 1
631n X + ¢4 per b =1
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dove c],c C,,C, SONO costanti arbitrarie.

2’ 4
Osservandc infine, che 1In [Tx(v)j=]nKvb =InK+binv
troviamo la giustificazione alla regola empirica fornita.
- A md di esempio riportiamo i dati da Tukey [19],
a loro volta ripresi da un articolo del 1950 su "Psychome-

trika' di Bruner, Postman e Mosteller, relativi ad un sem-

plice esperimento, nel quale veniva presentato a diversi sog-

getti un disegno, Ta scala di Schroeder, che poteva essere

facilmente visto in due differenti prospettive.
Essi avevano ricevuto differenti istruzioni sul modo di mu-

tare la loro prospettiva, ed il numero di cambiamenti di

prospettiva veniva contato per ciascuho dei 10 minuti suc-
cessivi. Tralasciando i primi due minuti, per evitare even-
tuali effetti di 'partenza', vi sono 19 gruppi di dati,
uno per ciascun soggetto sotto differenti istruzioni, cia-
scuno composto da 8 conteggi.

Nella tabella seguente vengono riportati per cia-

scuno dei 19 soggetti i1 valore M della mediana del gruppo
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di 8 dati; il 10910 di M, i1 valore dei quarti inferiore e su-

periore, la differenza sui quarti e il 1091O di quest'ultima.

M

2
16.5
22
22
28
29.5
33.5
34
34
36
36.5
36.5
38.5
44
45
64
74.5
92
144 .5

1091 o

108
222
134
134
145
147
152
153
153
156
156
156
159
164
165
181
187
196
216

M
1
16
21
20
22
24
32
33
30
30
34
34
37
43
42
54
54
36
132

F
u
14
18
23
22
48

32

35
36
38
41
38
44
41
48
46
67
98
95
154
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logyy ¢

43
30
30
30
142
90
43
48 -
90
104
60
100
60
70
60
111
151
95
134

Tracciando su un grafico i valori relativi ai logaritmi di

M e di d-, potremmo notare un andamento lineare di tipo cre-

scente; per stimare il valore di b possiamo scegliere cop-

pie di punti poste agli estremi opposti rispetto ai valo-
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ri di M. Se dalla nostra tabella, in cui i dati sono ordina-
ti per valori crescenti di M, scegliamo la coppia di valori
216,134 e successivamente la prima e la seconda coppia di va-
lori, otteniamo comerstima della pendenza della retta 0.8 e
1.1 rispettivamente. Per la trasformazione dei dati‘potrem—
mo, percid, onientaréi verso la trasformazione logaritmica

o la radice quadrata. Un'analisi successiva sui dati trasfor-

mati ci consentira di valutare la bontd del risultato ottenu-

to.
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4. INTERPOLAZIONE MELLA FASE ESPLORATIVA

4.1 Premessa

Supponiamo di avere n coppie ordinate (xi, yi) per
i=1,...,n. Nella fase esplorativa, rappresentare su di un gra-
fico i valori’y in funzione dei va]qri X, pud certamente aiu-
tarci ad evidenziare eventuali relazioni fra questi, specie
quando non conosciamo nulla sulla connessione logica che in-

, :
tercorre fra le due o addirittura pensiamo che non ve ne do-
vrebbe essere alcuna (in quest'ultimo caso, solo se, evidenj
temente, non ci fidiamo completamente delle nostre idee).
La ricchezza delle interrelazioni esistenti nella realta,
infatti, 2 spesso superiore alle nostre conoscenze (e, a
volte, alla nostra fantasia).

Cid che si vuole sottolineare @ che un'ispezione
di tipo visivo, con la flessibilita imp]ici?a in essa, in-

sieme con strumenti di validita generale (stime resistenti),
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riveste grande importanza nel momento in cui cominciano a rac-
cogliere indicaziqni sulla presenza di eventuali regolarita nel-
1'insieme delle coppie. Piu che la immediata applicazione di
un test statistico, ad esempio, sulla casualiti della qistri—
buzione dei punti, vale all'inizio una visione comp]egsiva
che potra suggerirci pﬁu di una via»da percorreare.

Nelle situazioni piu convenzionali i1 grafico si
adegua alla semp]fce struttura

(fattore, risposta)

per cui nella variabile x individuiamo preventivamente un
elemento esplicativo o, pil spesso, la circostanza, che ge-
nera la risposta,,quantiffcata nella variabile y.

Rilevare una struttura regolare nel caso di cop-
pie di valori significa, in buona sostanza, individuare una
funéione matematica cne Tega la y alla x, che spieghi a gran-
di Tinee la dispersione dei punti sul grafico.

E' indubbiamente un vantaggio, per la semplificazione che
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porta alla analisi successiva, che questa relazions sia di ti-

po lineare.

Conviene, percio, assuhere come primo obiettivo la
linearizzazione della relazione che ¢i siamo convinti esista
fra‘1e due variapili. Ci0 si pud ottenere, in una gran parte
dei casi, trésformandd una delle due o entrambe le variabili

con funzioni appartenenti alla famiglia di trasformazioni de-

scritta nel capitolo precedente.
Daremo poi dei metodi per raggiungere questo risultato e per
valutarne la bonta.

Qui vogliamo soprattutto sottolineare come 1'esi-
stenza di una relazione lineare fra y ed x faéi]iti di mol-
to i1 prosieguo dell'analisi. Sottraendo semplicemente ai
dati originari, eventualmente trasformati, 1'andamento 1i-
neare rilevato, su una scala, ampliata per il fatto che le
variazioﬁi in y si sono certamente ridotte, possiamo valu-
tare piu cnhiaramente, come in un ingrandimento, comporta-

menti locali che si discostano dalla tendenza lineare o0 al-

8 o & ¢ 6 T on a8 EB CD O
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tre idiosincrasie nell'andamento generale dei dati.
Nell'ottica dell'analisi esplorativa, evidenziare
una relazione di tipo ]ineare.tra i dati, specie se incomple-
ta, 2 solo un primo passo verso una comprensione effettiva
dei dati. La successiva analisi de% residui ci permette di
guardare, su una scala verticale espansa, pil in profondita

ai comportamenti che ancora caratterizzano i dati, di vede-

re cid che accade ad un Tivello piu sottile.




stimare la retta di regressione 2 certamente il metodo dei mi-

I1 metodo pill noto e diffuso nelle applicazioni per

nimi quadrati. Questo richiede, come & noto, delle ipotesi

piuttosto stringenti, raramente verificate dai dati.

flella maggior parte dei casi il grafico dei punti (Xi’yi)
presenta dei valori che si discostano fortemente dalla gene-
rale tendenza lineare. La presenza di dati anomali o di er-
rori nelle misurazioni, compromette, anche quando questi son
presenti in numero'1im1tato, la stima dei parametri della
retta.

) I1 metodé qui descritto (Tukey, 1970), che per es-
sere correttamente inteso va inserito nell'ottica generale
descritta nella introduzione, &, al contrario, caratteriz-
zato da una ﬁotevole resistenza a tali punti. Diciamo fin
d'ora che possiamo sostituire fino ad 1/6 delle n coppie

con valori anomali eccezionalmente elevati oppure molto bas-
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si, senza cne 1a nostra stima iniziale deij paraietri della
retta ne risulti affetta.
E' inoltre parte intrinseca al metodo la successi-
va analisi dei residui, che interviene in due direzioni di-
stinte, e precisamente
- da una parte, per consentirci, attraverso la ve-
rifica della presenza di una struttura regolare,
ancora di tipo lineare, in essi, di correggere
la stima della pendenza della nostra retta inizia-
. .
Te
- dall'altra per consentirci, attraverso una ana-
lisi accurata di eventuali punti fortemente di-
scosti dalla generale tendenza Tineare, una coii-

prensione effettiva di questi.

L'idea base & quella di scegliere tre punti che de-

scrivano sinteticamente la struttura lineare dei dati in imo-

do resistente, utilizzando come stime dei valori mediani.
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Analiticamente procediamo al modo seguente:

- dopo aver ordinato le n coppie (Xi’yi) rispetto ai valori di
x in modo crescente, le suddividiamo in 3 gruppi di k coppie
cfascuno se n=3k,
k,k+1,k coppie nell'ordine se n=3k+l ,
k+1,k,k+1 copp1e nell'ordine se n=3k+2 ;

- si calcola Ta mediana separatamente per le due coordinate
in ciascuno dei tra gruppi. Indichiamo con{%_g , iily , {R}
1'insieme degli indici ;orrispondenti al 1°, 2°, e 3° grup-
po rispettivamente; definiamo, intendendo per '"med' 11 va-

lore mediano,

X = mde} X ) yooF TS%J Lyi)
X, = med  (x,) Y, = med .)
i l‘{ﬁﬁ 1 M té{n}
x. =med  (Xx.) y = med
R le{R‘] 1 R sé{R}

- con i tre punti cosi definiti calcoliamo la pendenza bo e

il valore a, del1'ordinata corrispondente a X=Xy della ret-

ta interpolante resistente §y =a =+ bo(x—xM) ponendo
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b = RV
0
*r XL
a, =1y b x )y, - b x )+ (v - b x|
3 L oL M oM R o R'"?

bO @ percid la pendenza della retta passante per i punti media-
ni (XL’yL)f (xR,yR) dei due gruppi esterni, ed il valore a @
calcolato come la media delle ordinate corrispondenti ad Xy

delle 3 rettz di pendenza bo e passanti per i punti mediani
dei grubpi [Lk, {d} > iR} .

Per quanto riguarda le caratteristiche di resisten-
za, c'd da osservare che in ciascuno dei tre gruppi, separa-
tamente, possiamo sostituire 1/2 dei punti con valori anoma-
1i senza che i valori mediani ne risultino affetti. Né]]‘ipo-
tesi pil restrittiva che tutti i punti anomali cadano all'in-
terno di un sol gruppo, i1 valore massimo di punti che puod
essere sostituito senza che ne risultino modificati i para-
metri della retta & chiaramente 1/6.

La retta interpolante di parametri as bO 2 stata

costruita seguendo un criterio essenzialmente empirico e pud
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non rappresentare nella sua interezza la relazione lineare cne

intercorre fra le y 2 le x. Per procedere nell'analisi calcolia-
. - . o

mo i residui r

)

r.=y. - (a

+ b (x. - X
1 1 ¢] o( 1

M
e verifichiamo se Te coppie di valori (Xi’ri ) conservano un
andamento di tipo lineare. Usando il metodo su descritto pos-

sijamo arrivare ad una relazione lineare del tipo

-~

r~:-= )(I<+ B](xi - xﬂ) .
Dato che riterremo soddisfacente la nostra interpolazione so-
1o in assenza di relazione fra i residui e la variabile x,
nel caso che i valori ottenuti per i parametri della retta
scritta nella formula precedente siano significativamente
diversi da 0, dovremo intervenire sui valori a, e bo a de-
finire piu efficacemente la relazione lineare tra le x e le
Y.

Una prima idea pud essere quella di trasferiré la relazio-

ne lineare presente nei résidui a quella fra le x e Te y

ponendo

blzbo+£] | ay=a, v ¥y .
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La nuova retta interpolante

)

yi= apt b](xi - X

X L s
avra come residui le quantita r. dove

M

Potremmo iterare i1 procedimento: per un generico passo j avrem-
mo i residui r? dove
r. =y.-f(a.+b, (x, - x

i Y ( J J ( i M))

da essi ricaver=zmmo le quantita

= I j -} - \] " j - - )
YJ"*'] %{LPL Dj(XL X, )]+ ot [rR PJ' (x xm)ﬁ
S (‘g - Y‘i
j+1= '
R

dove ré R rd e rﬂ sono valori mediani dei residui alla j-esi-

ma iterazione per i1 3°, 2° @ 1° gruppo rispettivamente, e le
PE . . ay 1 -
due quantita 3 341, X}+] rappresentano la pendenza e 1'or-
‘dinata per x=x, della retta resistente che interpola le cop-
%

ie (x., rY
p (1,]

Un tal modo di procedere, se ha un valore descrit-
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tivo, 1in termini generali, dei criteri e della Jogica della
analisi esplorativa, non presenta, come algoritmo, proprie-
ta. di convergenza, coine & stato dimostratovda1]‘esempio ripor-
tato da A. Siegel (Biometrika 69, 1982). Conggderando i se-
guenti dati (-4,0),(-3,0),(-2,0),(-1,0),(0,0),(1,0),(2,-5),
(3,5),(12,1), i1 procedimento descritto acquista alla 7% ite-
razione un comportamento ascillante; infatti i valori di b
ed a passano alternativamente da -0.694, -1.33 a 0.8333,
1.67.

In un ]éro lavoro Johnstone e Vellemann (1982)
hanno dato una risposta al problema della convergenza nel
modo che ora ridescriviamo.

I1 valore della correzione per la pendenza bj al j-esimo

passo & data da

i

§ RN
J+1 }

. XR XL

Tenendo conto che la differenza al numeratore dipende soto

dal valore bj’ tralasciando }'indice relativo all'iterazio-
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ne,possiamo scrivare che

Riproponiamo ora il nostro problena nei seguenti termini: cer-

chiamo i1 valore b tale che ZSr(b) =0

Prima di proseguire portiamo 1'origine delle ascisse nel pun-
to X3 senza modificare la scrittura intenderemo per x. la

differenza del valore originario con Xope

Studiamo separatamente 1'andamento di rL(b) e ro

conto che possiamo completamente tralasciare in questa anali-

(b), tenendo

si i1 valore dell'intercetta, in quanto nella Toro differen-
Za essa scompare. Percid, quando barleremo di residui rispet-
to ad un valore b della pendenza, 1i intenderemo a ineno del
valore dell'intercetta.

Consideriamo nel piano (x,y) i1 fascio di rette
di centro 1'origine, y=bx; esse hanno per i punti di ascis-

sa x=x, residui pari a yi-bxi (cne a meno dell'intercetta

b

sono i residui di una generica retta interpolante y=a+bx)

questa quantitd equivale, cniaramente, all'intarcetta del-

i
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la retta di coefficiente angolare b passante per il punto
(xi,yi). Consideriamo, percid, i fasci di rette con centro
in (Xi’yi)’ ottenuti al variare‘dell'indice i; la equazione
di una generica rett; del generiéo fascio @ (y—yi) ; b(x-xi);
al variare di b in essa avremo sull'intercetta i valori cor-
rispohdente'del residuo in (Xi’yi); al variare dé1 fascio
considerato avremo 1 residui corrispondenti a ciascun pun-
to.

Consideriamo, ora, il piano duale al piano Xx,Y,
in cui poniamo come ascissa il valore b del coefficiente
angolare e in ordinate il valore della intercetta. Una ret-
ta di coefficiente angolare b e valore dell'intercetta pa-
ri a Ys - bxi sara rappresentata dal punto (b,yi-bxi) nel
piano duale. I1 fascio di retta avente come centro il pun-
to (xi,yi).sara rappresentato da una retta passante per i
punti (O,yi) e (yi/xi,O) (in quanto per b=0, quando x=0
Y=Yss in quanto per valore dell'intercetta nulla b=yi/xi).

-

La pendenza della retta & pari X,
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Per ciascun punto (Xi’yi) avremo nel piano duale una
retta che in corrispondenza di b ci da in ordinata il valore
del residuo.

Osserviamo che ai punti (Xi’yi) con i €& {L-} corrispondono ret-
te con pendenza positiva, e a quelli con i € { R} rette con
pendenza negativa.

Le funzioni r (b) e r_(b) di cui riportiamo la definizione

L R
(1) ™ (b)= me (y.-2x.)
L ié{LS i i
(2) Y‘R(b) = med (yi—bxi)

e
Hanno Te seguenti caratteristiche:

- andamento monotono crescente e moﬁotono decrescente rispet-
tivamente

- sono continue per ogni b ed hanno derivata continua tran-
ne che in un numero finito di punti ove essa non 2 defini-
tas

-Per dimostrare quanto detto, osserviamo inizialiente che le

rette corrispondenti agli 1 punti ie {L}hanno al massino

101-%/2 ounti distinti in cui si intersecano due a due, in




corrispondenza di certi valori, cne possono non essere tutti
distinti, {,bg) s=1,...,101-4)/2.

In corrispondenza di b, nella ( 1) scegliere il va-
lTore mediano.fra.i residui corrisponde a scegliere una rétta
mediana di pendenza -Xi e quota yi, dove (Xi’yi) 2 il punto

che per b' da il valore mediano dei residui.

Se b'¢ {bsg esiste un intorno di bf tale che la retta media-

na prescelta continua ad essere quella relativa al punto
(xi,yi) (che continua percid a fornire, per quello interval-
lo. di bjil valore mediano dei residui).

Se b' e'{bé¥ ma la retta mediana in questione non & interes-
sata a questo valore, in quanto non ha punti d'intersezione
in b', vale ancora la proprietad precedente.

Se b'é€ { b;k e la retta mediana, di pendenza X, e quota Yo
corrispondente al valore b'-§ con &€ piccolo a piacere, ha

in tale valore d'ascissa un punto di intersezione con la

retta di pendenza 'Xj e quota yj, in b' i1 valore di rL(b)

continuera ad essere perfettamente definito dal valore co-
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mune alle due rette, ma subira un salto nella sua derivata
prima, passando la sua pendenza da -X; a -xj.

Un ragionamento analogo vale per ¢ (b).

-

Dato che al variare di b da ~-@ a + 03 valori di rL(b) va-

riano da -®@a +®e quelli di r_(b) da +@ a - @ ed essen-

R

do le due funzioni continue esiste un punto b tale che
r'L(5)= rR(S).

Dal punto di vista applicativo, calcolato i1 valore bdAr(i)o)
potra essere nullo, positivo, o negativo,

Se 2 nullo i1 valore della pendenza & quello cércato.

Se A(O cercheremo un valore b] > bo, che sicuramente esij-
ste finito tale che A r(b])70; il valore cercato 2 inter-
no all'intervallo (bo’b1); procedendo iterativamente con

=b5. + Ar (b,) s by
Ar(bj)-Ar(bj_])

possiamo avvicinarci quanto vogliamo al valore b.

Sulla base di questo approccio conviene definire

1'intercetta semplicemente come il valore mediano dei resi-
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du{

In tal modo la retta interpolante 2 fissata a una quota tale

che i1 numero dei punti al di sopra di essa & pari a quelli

che sono al di sotto.

(AR B G G &8 G B ol
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- " - - - - " . - - - - - - - - - = . = . - - -

[ tre punti mediani, che abbiamo utilizzato per co-
struire la nostra Tinea resistente, possono fornirci utili in-
dicazioni per giudicare i1 grado di linearita nella relazione
fra le y e le x,;

Se calcoliamo, infatti, la pendenza delle due rette che pas-

)

- sano per il punto (XM’yM) e rispettivamente i punti (xL,yL
(XR’yR)’ dal ]oro rapporto ci viene tale valutazione appros-
simativa; precisamente:
quanto piu tale valore 2 vicino ad 1 tanto pill possiamo ri-
-tenere soddisfacentemente Tineare la relazione tra le due
variabili; quanto piu tale valore 2 lontano da 1 tanto pil
marcata sara sul grafico la presenza di una qualche forma
di concavita.

In questo secondo caso, prima di passare all'in-

terpd]azione della retta, si possono provare gli effetti-

sull'andamento generale, stimato come sopra, della trasfor-
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mazione della y con alcune d2lle saquenti funzioni:

3 2 ,
Y s ¥ s ¥ Y ]09 Y ']/\ff-]/yza’]/y3

Nel caso che i tre punti mediani, una volta che siano stati
uniti con segmenti di retta, presentino una concavita rivp]-
ta verso il basso, si parte dalla sinistra della scala di po-
tenze su scritte; e dalla sua destra se la concaviti 2 rivol-
ta verso 1'alto.

Una valutazione della concavita si bub anché avere 1in base
al segno della pendenza delle dues rette parziali e dal valo-
re del Tloro rapporto; infatti se la pendenza 2 positiva ed
il rapporto fra queste 2>1 la concavita sara rivolta verso
1'alto e al contrario verso il basso se duel rapporto é.<1;
nel caso di pendenza negativa si ha una situazione perfetta-
mente simmetrica.

Unuprimo criterio [10] per valutare la trasformazione di po-
tenza cui sottoporre la variabile y per raggiungere una re-
lazione lineare fra le due variabili 2 i1 seguente.

Si rappresentino su un piano i punti di ascissa

2 o2
™ (x - Mx)

2 M
Y
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e di ordinata
y - ﬂy - C(x-Mx) .

dove x e y rappresentano le coppie delle osservazioni, Mx e My
“le loro rispettive Mediahe e C & la pendenza della Tinea resi-
stente ricavata dai dati grezzi. Se questi punti si dispongono
con buona approssimazione su una retta di pendenza b, i1 valo-
re cercato della potenza della trasformazione 2 p = 1-b.
Supponiamo, infatti, cne i1 .odello reale dei nostri dati sia

P P
1 =M
(M v,

K(X-le) .

~ Definiamo z = yP; sep#0allora My& MZ ]{P

Sviluppiamo in serie di Taylor z /P intorno a MZ nella appros-

simazione al 2° ordine:

1/pP N M (1/P)-1

= n,
y=z''&n M ,

, (z-4)) + 1P (1/P)=2

Tl —
=
—
N
]
=
N
—
.

Utilizzando la (1) otteniamo

. 2 2
(x - Mx) +‘]-P K Ay (x-MxL

—————

o+
Yatly y

p ™ \
z ZMy PMZ

O S,

Se il valore di(K My 2 ben approssimato dal valore C della

P M
z
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pendenza della retta ottenuta interpolando in modo resistente

i dati grezzi possiamo riscrivere 1'equazione precedente coine

A - - ~ - 2 - 2
y - ny - C(x MX) ~ (1-P) 4c (x HX)

2 M
y
dove (1-p) & Tla sola incognita.

Per dare una valutazione approssimata e del grado

della trasformazione necessaria per linearizzare, si pud an-

-

che ragionare al modo seguente:

supponiamo che la y ela x siano legate da una funzione conti-
nua fino al 2° ordine y=f(x); supboniamo che nel punto (XM’yM)
la tangente ad essa abbja pendenza pari a

R

e cne la derivéta seconda abbia valore approssimativainente
pari a
R L

Xn =X, X=X
R ™™ ML

f“(Xi

W

la curvatura della funzione

Ora imponiamo che nel punto X2
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trasformata w(x)=fP(x) sia nulla.
p-1
In quanto @ g'(x) =p fix) f'(x)

, 1
9" (0= p(p-1) £155 (F100)7 + p F00) Fr(x)

la curvatura della @ vale Ip.F(x)p-Zl [(p-])f'(x)2+f(x)f"(x)!

((1+(F'(x))2) 3/2

Imponendo che tale valore sia nullo per X=X,» avremo per p
l’

una stima approssimata data dalla condizione

(p-])(f'(xw)> 2+f(¥,)f"(x =0,

B
M

1
Il valore di p cosi ricavato pud essere un buon punto di par-
. :
tenza nella scala di potenze sopra scritta. -
Se la trasformazione sulla y ha raggiunto solo un ’
risultato parziale, oppure gia in partenza abbiamo rinuncia-
to a trasformarla, possiamo pensare di agire sulla x, usando
una scala di trasforimazioni identica a quella data per y.
Bisogna tener conto che ora ilcriterio per stabilire i1 pun-

to di partenza & il seguente:

partiremo dalla sinistra della scala se la concavita & rivol-

ta verso 1'asse delle y; al contrario dalla parte destra del-
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la scala se Tla concavita 2 rivolta dalla parte opposta all'as-

se delle y.
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4.4 Un esempio _

Riportiamo i dati del consumo medio giornaliero di
L. . 3 . e
gasolio misurato. in dm /h 2 le corrispondenti differenze ime-
die di temperatura fra ambiente interno ed esterno misurato
in °C (1), relative a uno stabile di Princeton per 57 giorni
del periodo invernale.
Con y indicheramo il consumo di gasolio con x le differenze

di temperatura

X y X /
10.¢ 0.0 23.7 £25.9
1.7 0.0 25.7 F£235.9
1.1 22,7 25.6 625,09
16.1 2u5.5 23.32 12,9
20.0 25017 12,8 3120.0
17.8 271.2 20.0 117.2
8.3 277.¢2 22.9 433,13
18.9 260.5 22.9 47,3
1.8 qn ¢ 20.0 373.8
17.2  320.0 13.2 351.2
17.8 213.0 2.2 AN, 1
111 90.5 7451 577.7
£.1 203.% 21.1 268, 2
21.°  375.5 23.0 520.2
23.3  =su3.7 28.3 815,45
7.8 254,29 28.5 722.2
18,8 179 1 25,4 577.7
?0.6  355.3 25.0 322,92
2.2 g37.2 31.1 349.5 l
17.2 4351 0.8 c28.¢
15.1  237.9 25.0 6L9.9
13.3 290,78 23.9 137,13 l
17.2 2312 22.2 R4
1.6 157.1 16,7 133.0
2.2 30,04 13.2  A03.9 I
7.2 2351 Z1.5 473.7 .
To.n 1zg.8 29,3 153303
22.9 3137 3u.4 ‘096-9
22.1 277,09 : : '
(1) Zssendo la temperatura interna praticamente costante, tali '
variazioni corrispondono a variazioni della temperatura
asterna.




Una volta ordinate 12 coppie di dati per valori crescenti del-
-Ta x,2 facile ricavare le seguenti quantita,per il cui signifi-

‘cato ci rifacciamo al paragrafo 2 dell'attuale capitalo,

X, = 15.85 y = 226,55
(1) Xy = 20.85 Yy = 393,65
Xo = 25.6 Yo = 625,9 |

Da questi valori possiamo ricavare un valore iniziale delle
pendenze della retta interpolante

b = YR =40.9

Come anche i valori delle pendenze delle rette che interpola-

no separataménte‘la parte sinistra e destra del grafico dei

punti:
LH.S. = Y- =33.42
TR
RoH.s. = TR - 4ssy
*R T M

dove L.H.5. e R.H.S. indicano rispettivamente la pendenza a
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sinistra e a destra.

IT loro rapporto 2 1.46.

Per realizzare un andamento lineare migliore proviamo ad appli-
cére ai dati la trasformazione logaritmica; con essa il rappor-
to fra le due pendenze scende a 0,37. Risalendo nella scala
delle trasformazioni proposte nel precedente paragrafo, appli-
chiamo la radice quadrata; essa da un rapporto pari a 1.13.

Si fa presente che per arrivare a questi risultati 2 suffi-
ciente applicare le trasformazioni solo sulle quantita (1),
dato che queste lasciano 1'ordinamento dei dati inalterato.
Provando, infine, un valore intermedio fra 0 e 1/2, con la
radice quarta otteniamo un rapporto fra le pendenze pari cir-
ca a 1.01.

Con questa trasformazione,utilizzando una procedura mecca-
nografica, che applica la procedura iterativa descritta al
paragrafo 2, otteniamo per la equazione della retta resisten-

te la seguente espressione

4
\y = 0.113 x + 2.064

.
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Jei rasidui presentiamo i1 seguente diagramma aldbero e foglia.

JNIT = 0.0100
- ) LG -130, =32/, =111 o

35 -3. 653

5 -3

) -2+ 5

- 10 -2 25341

il -1. %3373

12 -1 32210
253 -0. S32565
23 -0x 220

{3) +Q0x 22338

2L +0. 535A743ca

1S Tx 1223

12 1< 3

1 2% 14

3 2. 13

7 Ix 002

B 3. 7

HZ 55, 5%, 104

Esso evidenzia 1) che il valore mediano 2 0, 2) cha la diétri-
buzione dei residui si concentra in modo non perfettaments sim-
metrico fa i valori - 2 e + 1, 3) che possibiii dati anomali
sono quelli corrispondenti ai residui presenti sulle " righe.
LO e HI.

Riportiamo anche le stime successive della pendenza ottenute

ai vari passi del procedimento iterativo; esso si 2 fermato

a . . . .
alla 3~ iterazione in quanto la successive non portava corre-

zioni supariori all'ordine di 107,
Dallo stampato risulta anche il valore, probabilimente pil

reciso, del rapporto fra le pendenze destra e sinistra.
pp p

STRAIGHINESS CHZICK. )
LEF?T dALZ-SLO?2E = 0.115027 RIGHT HALT-3LCPZ = 0.115272
TRATIO = . 1.202127
SLCEZ 1: J.118147 _
SLCEZ 23 0.112730
SLCPE 3: - J. 113842
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4.5 Estensione a pil dimensioni

- ———— - - - - - -

Si pud cercare di estendere i1 criterio esposto nel
paragrafo precedénte al caso in cui le osservazioni siano co-
stituite da n-uple di valori. Per fissére Te idee poniamoci
nel caso n=4. Ci poniamo, percid, il prpb]ema di ricercare
la regressione di una variabile (esogena), la risposta, in
funzione di altre tre (endogene), i fattori. Da un punto di
vista geometrico, cid significa determinare un iperpiano di
regressione passante per la nuvola dei punti- osservazione ba-
sandoci su di un'criterio differente da quello dei minimi qua-
drati.

L'idea iniziale per la determinazione dei pararie-
tri,. si avvicina alla procedura classica che tratta la re-
gressione multipla come successive sottrazioni degli effet-
ti, ma se ne distacca nel momento in cui prénde in conside-

razione, al fine di valutare le relazioni lineari che inter-

vengono, il metodo di interpolazione con i tre punti media-
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ni precedentemente descritto.
Denotiamo le osservazioni con la quadrupla di varia-
5117 ordinate ( Xq.sXs.sXs.»>Y.) per i=1,....,n e supponiamc
1427217731771
che la y rappresenti la variabile che si vuole spiegare linear-
mente in termini delle altre tre.

Tramite i1 criterio stabilito nel paragrafo precedente, possia-

imo valutare le sequenti relazioni Tineari

(e 8 e B D TR &l e

2 1
)

x3=c+d (x

y = e+f(x

=X

1714

)

Da queste interpolazioni possiamo facilmente ricavare i resi-

dui
Xp = Xpmath [xymxyy)
Xy = Xgmerdlxymxyy)
y' o= yme-fo(xy-xy,,)

Possiamo a questo punto impiegare tali residui in luogo del-
le variabili originarie, nei quali non compare, proprio per
averlo eliminato nella misura in cui sia di tipo Tineare, lo

effetto della variabile x].




Costruiamo, cosi, le seguenti e successive regressio-

ni in funzione della variabile x

2
x3 = a'+b x2
y' =c'+d X5
e quindi i residui relativi
X3! = Xy - at-n' X,

yto=yt-ct-dtox,

che, interpolando a loro volta linearmente,danno

yll = all+bll xlé .

A questo punto, dal momento che i1 nostro scopo prin-
cipale consiste nel determinare la regressione multipla, con-
viene mettere assieme i vari pezzi e ricomporre ordinatamente
Te successive regressioni effettuate. Avremo

y'-c'-d xé = a''+b (xé-a -b XZ)

y-e-f(x]-x]M)-c'-d‘ [xz-a-b(x]-x]M)J = a"+b"{ x3—c-d(x]-x]m)-
-a'-b!' [xz-a-b(X-I‘X]M)_,!}

Espressione che si semplifica nella

-

y = A+ B] (x]-x]M) + BZ X, +i33x3
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Qove
A= e+c'+a(p'-d") + a' - b" (c+d+a')
By = f +b(b'=d') -db", B, =d-b',  By=b' |

Conviene,-a questo punto, riparametrizzare il termine A per
dare alla funzione di regressione una forma simmetrica rispet-

to alle variabili endogene; a cid basta porre

N B B - &3 am

Yo = e+c'+a(b'-d")+a"'+b" (c+d+a') + 32 Xon ¥ 33 X3y
per avere infine
Ym Y By xgmxg) By (gmxpy) + By (xgoxgy)

Proponiamo, alla fine di questo capitolo, una misura globale
di accostamento per giudicare 1'adeguatezza della interpola-
zione ai dati, espressa nel contesto di questo paragrafo ma
valida anche nel caso unidimensiale. Una valutazione globale
della bonta dell'accostamento si pud ottenere ragguagliando

la differenza sui quarti (o differenza interquartile) dei re-

-~ -

) - B,( ) - By |

m! T BalxpXo) - By ), indi-

sidui: y - Yo - B] (x]-x Xg=Xq

cato come Fu (res) - F, (res), all'analoga misura di variahi-

L

lita delle osservazioni y : Fu(y)-FL(y). I1 complemento a 1

| <
"




di tale rapporto

RR o= 1- Ty L

fornisce un indice di adeguatezza della interpolazione resisten-
te (RR), che risulta certamente pari ad 1 quando almeno la meta
dei residui rispetto al piano interpolante sono nulli e, di con-
tro, si annulla nel caso in cui la variabilitd intorno al piano
di regressione resta identica a quella della sola variabile y.
Possiamo interpretare, in analogia trasparente con 1'accezione
riservata al quadrato del coefficiente di correlazione multipla,
tale quantita come la riduzione proporzionale della variabili-
ta della variabile y dopo aver effettuato 1'operazione di in-

terpolazione, ovvero come la parte di variabilitd ''spiegata"

dal piano di regressione.
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5. ANALISI DI UNA TABELLA A DOPPIA ENTRATA

5.1 Premessa
Una tabella a doppia entrata & un insieme di dati in
cui le osservazioni sono date nella forma matriciale

(¥ ) =100, = 1,000,

1J
Questo tipo di struttura coinvolge tre variabili: il fattors
riga che ha I livelli possibili, i1 fattore colonna che ha J
Tivelli e la risposta di cui possediamo IxJ osservazioni. (La
intersezione di una riga e di una colonna & detta cella).
E' una struttura che capita assai frequentemente

di incontrare: se abbiamo, per esempio, tassi di natalitd per
varie combinazioni dell'eta della madre con qua]éhe caratteri-
stica sociale (paese, livelli di reddito, numero di figli vi-
venti, etc.), abbiamo una tabella a doppia entrata; se abbia-

mo la produzione di grano, per eseipio, per diverse combina-

zioni di qualita del grano con quantita e tipo di fertiliz-
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zante usato, abbiaimo una tabella a doppia entrata; e cosi di
seguito.

E' una struttura interessante anche per la diversita

'
<

e la ricchezza delle analisi a cui pud introdurre, a motivo del-
le diverse ipotesi che si possono proporre per spiegare le pos-
sibili combinazioni di dati.

Tuttavia, in questa sede, Ci 1imiterém0 a considera-
re la piu semplice delle relazioni pensabili tra le tre varia-
bili.

Ci poniamo nell'ipotesi che i due fattori, riga e colonna,
contribuiscano'separatamente ed additivamente alla variabile
risposta y. Se i dati dovessero allontanarsi sistematicamen-
te dé questa struttura, invece che tentare altri possibi]i mo-
~delli, cercheremo di rimuovere la non additivita riesprimendo
i dati con trasformazioni di potenza.

I1 modello additivo pud essefe formalmente scritto
come:

.. = m+ a.+b.+e. . .
(1 y1J M a1 oJ e1J
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Qui m 2 un valore tipico della tabella, una sorta di Tlivello
comune rispetto a cui si dispongono le osservazioni. I1 con-
tributo incrementale del livello i de]ifattore riga rispetto
al livelld globale m & espresso da a., 1'"effetto riga'. Al-
1o)stesso modo bj rappresenta il contributo incrementale del
livello j del fattore colonna, 1'''effetto colonna' . Infine
eij rappresenta lo scostamento di yij dal modello puramente
additivo m+ai+bj; spessb si cerca di trattarli come f]uttuaj
zioni casuali.

In questo contesto, analisi di una tabella a dop-
pia entrata significa decomporre 1'insieme dei valori nei
quattro elementi specificati nella (1).

Prima di passare a descrivere la tecnica di decom-

posizione proposta nell'ambito del1'EDA, vogliamo brevemente

accennare al metodo classico basato sull'uso delle medie.

In questo caso, per decomporre la tabella (yij) secondo il

modello (1), basta porre

(2a) w=L 2 Z
:
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(2b) a, = : Zi (y;70) i=1,...,1
;
DS - g
(2 ¢) bj =1 5 (yij m) =l... 0

I1 metodo non ha bisogno di iterazioni e consente di ottenere
in un solo passo 1'effetto g]éba]e, gli effetti riga e colon-
na. |

[ vantaggi teorici del metodo sono legati al modo classico

di stabilire Ta qualita dell'adattamento di un wodello aj da-
ti osservati.

Definiamo i residui come

-~ -~ -

rij = yij -m - as - bj

e la somma dei residui al quadrato come

SR = = = 2
i3 i

I1 modello additivo che meglio si adatta ai dati & definito,

-~ -

nell'ambito classico, come quello per cui i valori di m, a,,
i

-

e bj rendono minima la SQR. E' ben noto che le (2a), (2b)e(2c)

~definiscono i valori con questa proprieta.
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La stima dei miniimi quadrati & ottimale in svarijati sensi, su
un piano teorico, quando i dati hanno certe proprietd spaciali;
si assume spesso, per esempio, che le eij della (1) siano erro-
ri o fluttuazioni distribuiti in modo indipendenfe secondo una
distribuzione gaussiana con media zero e_uguale varianza.
Quando, perd, queste proprieta non valgano, altri criteri che
non quello dei minimi quadrati potrebbero rilevarsi pil effi-
caci.

In modo pid immediato, se nei dati sono presenti errori gros-
solani, capitati nella tabella e inconsistenti con la struttu-
ra sottostante ad essa, questi eserciﬁano sicuramente.-un effet-
to sensibile Swlle quantita calcolate nelle formule (2). h
Nel prossimo paragrafo descriveremo una tecnica di analisi
indubbiamente pil resistente, di modo che disturbi violenti

ed isolati in poche celle non influenzino fortemente la sti-

ma del valore dell'effetto globale e degli effetti riga e

colonna, e siano, cosi, riflessi nei residui.
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5.2 I1 metodo delle mediane

La tecnica proposta [Loj nell'ambito del11'EDA per
T'analisi di una tabella a doppia entrata consisté_in un
processo iterativo di sottrazioni successive alternantesi
.dei valorimdiani di ciascuna ffga dagli elementi d=1la ri-
'ga stessa @ dei valori mediani di ciascuna colonna dagli
elementi della stessa.
Pil discorsivamente, partendo dalle righe, una iterazione
completa procede cosi: 1) si calcola il valore mediano di
ciascuna riga, lo si sottrae ai singoli elemanti della riga
corrispondente; 2) sulle quantita residue si calcolano Te
mediane di ciascuna colonna e le si sottraggono dagli ele-
menti delle colonne corrispondenti; 3) dalla colonna di me-
diane,ottenuta nel primo passo, calcoliamo il valore media-
no che sottraiamo ai valori della colonna sfessa; dalla
riga di mediane del secondo passo calcoliamo i1 valore me-

diano che sottraiamo ai valori della riga stessa.
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La somna di questi due valori mediani di una prima stima delg
1'2ffetto globale, la colonna e Tla riga delle mediane depura-
te dai lori va]ori mediani ci da una prima stima degli effet-
ti riga e colonna rispettivamente.

Questo procedimento pud essere iterato finch2 qualche riga

"0 colonna deij residui non abbia mediana nulla.

Per una presentazione formale del metodo, poniamo che il mo-
dello stimato delTa (1) dal metodo delle mediane dopo n ite-
razioni 2 il seguente
_ ( ( ,
(3) Y.. = +a,  +b. +e

1J i J iJ

con valore iniziale, per n=0 ;

(0) _
(4)
ago) =0 i=1,0..,1
(0) |
b. " =0 = 1,...,J.
j J

[1 procedimento del metodo di sottrazione delle mediane,nel

caso che si inizi la iterazione dalle righe, & formalmente

descritto dalle seguenti 6 equazioni
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Righe:
(=
(5a) A agn) =;mgi{e;g " lj= 1, ,J} ; i=1, , 1
- (n) _ (n=1) .
(5b) Amb —med{aj 13=1, ,J},
(n) _ (n-1) 4 (n) .. L
(5¢) dis = i -Aai s 3=1,.00,0; =1, 0.0,1
Colonne: ]
(n) _ (n) .. .ol
(54) A, -,ned{dﬁ FEI TP I ST
(5e) I mgn) = nedi a (q_?)+ZXa(n) =1, ,I},
Jn) o n) AL (n) L B}
(5F) SHEXE -Aoj SR PUDUES PR =5 DU

Valore globale ed effetti:

(59) m(n) = m(n_]) +[lmin) +Z§mén),

(5n) agn) = agn-]) +[Sa§n) -[&m;n), i=1, , 1
. (n) _ . (n=1) A (n) (n)_ ._

(51) bj oJ A,nb +AbJ 3 J=1, ,J

Le equazioni (5a), (5b), e (5c) descrivono la sottrazione del-
le mediane per le rigne compresa la riga degli effetti colonna
e 1'aggiornamento dei residui. Lz (5d), (5e) e (5f) rappresen-
tano le operazioni corrispondenti per le colonne; le (5g), (5h)
e (51} si riferiscono all'aggiornamento del valore globale e

degli effetti riga e colonna. In aggiunta si vuole solo osservare

che 1'esecuzione della equazione (5b) deve seguire quella del-
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. . : .. (n)
le (51) e che deve essere sequita dall'aggiornamento di °j
(n) |
e m ' se vogliaio preservare la centratura a mediana o dei
. Comunque ogni operazione di centratura pud essere la-
sciata all'ultimo passaggio delT'iterazione, come avviene nel-

1'algoritmo presentato da Velleman e Hoaglin EZij. Per dimo-
strare l2 proprieta di convergenza dell'algoritmo descrifto
dalle (5), partiamo dalla considerazione che, come la media
2 la quantita cne minimizza la somma dei quadrati d;% resi-
dui, cosi la medjana 2 un valore che minimizza la soinma dei
valori assoluti dei residui. Forinalmente definita tale som-
ma come

SAR = Ei [x\ - c[ )

i i
riesce che il valore ¢ che rende minimo SAR 2
c=med {x],... xn} .

Se n & un numero pari, qualsiasi valore ¢ compureso nell'in- -
tervallo centrale (x(k), X +]))é soluzione del problema

di minimo.

Fatta questa premessa, vediamo che i1 metodo delle mediane,
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se si comincia dalle righe, equivale a minimizzare, orima, la

somma su Jj dei residui rispetto a ciascun ai, tenendo fissa-

te le bj5 e successivamente a minimizzare rispetto a bj Ta som-

ma dei residui su i, tenendo fissati gli a, ai valori prece-

dentemente calcolati.

Formalmente,
considerando

min

a,
1

e il secondo

min

(7)

il primo passo di una iterazione corrisponde,

m inglobato 1in s al criterio

75,.1 Yis - a, - o 1 =The]
bj fissati
passo a
}1: TR LI
a, fissati .

Essendosi modificati i valori bj’ tornando alla (6) occorre ri-

calcolarsi i

valori di ai che la rendono minima. Soltanto nel

caso in cui le mediane dei residui sulle righe e sulle colon-

ne siano contemporaneumente nulle il procedimento si ferma.

Sulla base di questa prospettiva risulta chiara la proprieta

di convergenza del metodo: nel passare da una iterazione al-
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1'altra la somna dei valori assoluti dei residui non si incre-
menta come risulta dell'equivalenza di questa alla successio-
ne dg]]e operazioni descritté dai]a (7).e dalla (8). La se-
quenza della somma dei valori assoluti dei residui‘ﬁrodotti
dall'iterazione del metodo per sottrazione delle mediane 2

una sequenza non crescente di valori non negativi. Essa, e

con esso il metodo, converge.

L'equivalenza del metodo al criterio descritto
dalia (7) e dalla (8) prese in successione ci consente anche
un'altra osservazione.

Nel caso di una tabella con I e J numeri q1spari, se una ri-

ga o una colonna hanno mediana diversa da zero, allora 1'ap-
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plicazione di una iterazione del metodo delle iediane fa de-
crescere la somma dei valori assoluti dei residui.
Potremmo, a questo punto chiederci se i1 metodo delle media-
ne corrisponda al criterio di minimizzare tale soinma; cioe
se, definita la somma dei valori assoluti dei residui come
SAR = :;% ly..=m=a,-b. |

1] 1J LN
1'applicazione successiva delle (7) e (8) equivalga al cri-
terio |

min 21_! yij - m-ai-bj | =

ai,bj 1]
= min S AR.
.b.
ifj

Un seimplice esempio (A. Siegel) nega questa possibilita.

Data Tla tabella 3x3

1 6 3
5 9 2
6 4 7 )

11 metodo delle mediane, cominciando dalle righe da la se-

guente decomposizione:
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5

dove la tabella 3x3 dei residui ha ai suoi bordi gli effatti

colonna, globale e riga; partendo dalle colonne il metodo da

-4 0 0
-1 0

73 -3 1

-2 5

10 0 | -3
0 0 -4 0
0 -6 9 1
13 0 5

La soluzione del metodo delle mediane, su cui non 2 pil pos-

sibile agire iterativamente, danno somma dei valori assolu-

ti dﬁ residui 12 e 14 rispettivamente partendo dalle righe e

dalle colonne; i1 metodo di minimo SAR di 11.
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Un altro aspetto che questo esempio fa balzare agli occhi 2
la differente soluzione ottenuta dal metodo delle mediane con
coﬁdizioni di partenza differenti. Dal punto di vista delle
applicazioni queste differenze non sembra [id] rivestonp gros-
sa importanza, anche se certamente da un punto di vista mate-
matico molte quastioni restano aperte. Di alcuni risultati ci
occuperemo nel prossiimo paragrafo.

Vogliaimo terminara i1 seguente confrontando,con un
esempio ,il metodo proposto con il imetodo di minimi quadrati.

Consideriamo una ipotetica tabella cosi formata

9 0 0
0 0 0
0 0 0

in cui tutti i valori sono nulli tranne che nella cella(l,1).
Un'analisi col metodo dei minimi quadrati porta alla seguente

.decomposizione




- 118 -

dove bordiamo i residui con i diversi effetti. I1 metodo delle

imediane porta a

0 0 0 0

L'esempio espone in maniera molto chiara il trasferimento

di quantita numerica da una singola cella ai valori stima-

ti e ai residui di tutte Te altre celle, quando si utilizza
uno. stimatore come la media.

Se una sola cella contiene un dato anomalo, cid influenza
negativamente tutta 1'analisi. Nel nostro caso possiamo an-
cora individuare nella cella (1,1) un dato anomalo. Se sia-

mo in presenza di due o tre dati anomali in tabelle piu gran-
di, alcuni sulla stessa riga o colonne, puo diventare molto

difficoltoso riuscire ad individuarli (Daniel C. 1978).
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5.3 I1 metodo delle mediane: alcune proprieti

- - - - e - = e am = . S . . - -

In questo paragrafo riportiamo élcuni risultati re}a-
tivi ad una tabella 3x3 e i valori del ﬁunto di rottura del me-
todo delle mediane.

Si 2 visto nel paragrafo pracedente che i1 metodo delle media-

ne non coincide con il metodo che minimizza Ta SAR.

Tuttavia & stato dimostrato (A. Siegel) che, in una tavola 3x3,
qQgni volta che il primo passo di una iterazione produce una in-
tera riga o colonna di zeri, i1 metodo delle mediane converge
in una iterazione e un passo, al imassimo, alla soluzione del
miniro valore assoluto per i residui.
Prima di ricaVare delle conseguenze da questo risultato, pre-
mettiamo le seguenti osservazioni.
Supponiamo che Y . =A +3.

i i J
2 esattamente la somma di un effetto riga e di un effetto co-

Tonna. Allora le possibili tavole di residui, eﬁj, per

Y., + Y., = 0% +a¥ + Dk + oF,
1J 1J 1 J 1J
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sono esattamente le tavole dei residui possibili per

y.. =i+ a,tb.+e. ...
1J T ] 1

E quindi yij e y1j+Y1j nanno lo stesso valore miniio per
SAR.
Dalla proposizione diinostrata di A. Siegel, e dalla preceden-

te osservazione ne segue cne :

1) data una tavola 3x3 yij, se poniamo

X X X

Yoy ®
J 0 0 0
-X =X ' -X

allora, per un valore sufficientemente elevato di x, 1l pri-
mo passo di una jterazione, che parta dalle colonne, applica-
to a (y1j+{1j) soddisfa le ipotesi della proposizione di
Siegel. Cosi gli (egj) raggiungono i1 valore minimo di SAR

e la corrispondente analisi per (yij) sara una soluzione con
minimo valore di SAR.

?2) se da una tavola 3x3 sottraiamo una matrice y tale da ren-
dere nulla una sua riga e da lasciare inalterate le restanti,

allora i1 metodo delle mediane che parte dalle righe porta al-
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la soluzione di minimo SAR.

Questi risultati danno Ta possibilitd di intervenire sulla ta-
belle 3x3 di partenza in modo che la soluzione cui si perviene
tramite i1 metodo delle mediane 2 di minimo SAR.

Essi non possono essere estesi a tabelle 3x4 e si sta tentando
di estenderle a tabelle 3x5.

Prima di valutare i1 valorz del punto di rottura del metodo del-
le madiane, ricordiamo tale valore pér la mediana; esso &

(8) _2.-dn)

1

2 2n

dove n & il numero dei dati e d(n) 2 la funzione parita.

Questa quantita esprime la frazione massima di dati che in un
insieme di n valori pud essere sostituito senza restrizione in
modo che la varijazione del valore della imediana resti limitata.
Tale valore fa riferimento al caso in cui i dati sostituiti si
distribuiscano nel modo piu sfavorevole possibile. Potremmo
percig pensare, all'opposto, di definire un punto di rottura

nel caso di distribuzione favorevole dei valori sostituiti.
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Nel caso della mediana esso 2 esattamente i1 doppio del valore

della (8)

Nel caso del metodo delle mediane, i1 valore del punto di rot-
tura & dgterminéto dal numero massimo di osservazioni che, so-
stituiti nella tabella, non determinano grosse variazioni nei
valori dei parametri stimati, m, a, e bj e ;hé percid si riper-
cuot;no essenzfa]mente sul valore dei residui eij'

Nel caso di distribuzione sfavorevole di dati anomali all'in-
terno della tabella, essi si andranno a co]]ocqre sulla stes-
sa riga o sulla stessa colonna. Nel caso che I sia maggiore

di J, la situazione piu sfavorevole si precisa come quella

in cui tutte Te osservazioni cattive cadano tra le J osserva-
zioni di una s{ngo1a riga.

Un nuitero eccessivo di dati cattivi sulla riga, fara variare
in modo sensibile la mediana di quella riga inficiando i1 pro-
seguo della analisi. Percid il punto di rottura nell'ipotesi

di distribuzione degli errori la piu sfavorevole, PRS, sara
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11 punto di rottura per la mediana di un gruppo di dati la cui

dimensione & la minore fra i numeri I e J.

© . (9) PRS = émin (I,J) +.% d[min (I,J[]*_i
IJ
-1 2 - d[min(1,J)]
2 max (I,J - 214

Nel caso di distribuzione favorevole delle osservazioni catti-
ve all'interno della tavola vale la seguente proposizfone.

IT punto di rottura, nel caso di distribuzione favorevole de-
gli errori nella tavola, del metodo delle mediane per una ta-

vola I x J 2 B/IxJ dove

(10) B

! min {J [ 1-2+d(1)] ,1[J-2+d (J)]} =

2

=110 - ] max{ 2 9-0d(1), 20-14(0)].
2 2

Se I £J allora B 2 dato dalle formule

1) per I dispari, J pari e J<2I

5 _ |
(1) 3= -l
2) negli altri casi
1 . .
_ - 1J- per I dispari
(12) 8= -5 9 [ma1]={ 2 70 P

(1J-J) Per I pari

POt —
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Cosicchn 3251 IJ-max (I,J) e

3/1J 1
/ 7/5-1.—-—-——

4 mfn(},J)

~No

Dimostriamo innanzitutto che B non pud superare il valore alla

destra nell'espressione (10).

Dalla (g) ricaviamo che 1 I-1+1d(I) 2 i1 valore pil alto di

osservazioni cattive to1§erab1?i in ciascuna colonna. Allo

stesso modo, 1 J-1+1d(J) & i1 numero mgssimo di ‘osservazioni

céttive to]1e§abi]e2in ciascuna riga. I1 numero amnissibile

di cattive ossefvazioni nella intera tabella non pud eccede- -

re ng J [1 I-}+] d(1)] n2 I[1 J-1+1d(J)], cosicchz 3 non pud
2 2 2 2

eccedere il valore minimo fra i due. Per dimostrare completa-

mente la propesizione, ci rimane da far vedere che esiste una

configurazione dei valori cattivi per cui B assume proprio

il valore a destra della (10).

Ragioniamo per assurdo; supponiamo di avere di fronte a noi

la configurazione con B massimo e che B sia strettamente in-

feriore al valore nella destra della (10). Senza perdere di
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generalita assumiamo che la prima riga abbia un numero di va-

lTori cattivi minore di 1 J-1+1 d(J) e 1a prima colonna in nu-

2 2 :
mero inferiore a 1 I-1+]d(I). Se Ta cella (1,1) non, contiene
2 2 ot

gia un valore cattivo, possiamo sostituirlo senza che 1'ana-
Tisi ﬁe sia inficiata, contraddicendo 1'ipotesi di massimo

per B. La cella (1,1) conterra allora un valore cattivo. Per-
mutando opportunamente righe e colonne possiamo assumere che

i riinanenti elementi cattivi della colonna 1 2 rispettivamen-
te della riga 1 siano nelle prime posizioni.

Avremo percid R-elementi cattivi nelle prime R posizioni del-
]a colonna 1 e C elementi cattivi nelle prime C posizioni del-
la riga 1. Dalle nostra assunzione deriva chiaramente che

|3<% I-1+% d(I) e C<:% J-1+ % d(J). Definiamo ora Q la parte

della tavola di (I-R) righe e (J-C) colonne posta nell'angolo
in basso a destra. Se Q contenesse solo valori buoni, 1'ipote-
si di massimo per B sarebbe vio1até, in quanto qualsiasi ele-

mento di Q potrebbe essere sostituito con un valore cattivo

senza eccedere il numero di ]J—1+1 d(J) elementi cattivi nel-
2 2
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le sue righe e di 1 I-1+1 d(I) elementi cattivi nelle sue colon-
2
ne. Parcid Q contiine al%eno un elemento cattivo, che supponia-
mo che sia nella cella (i,J). Quindi scambiamolil valore catti-
vo in (i,J) con il va]ére buono in (i,1) e i1 valore cattivo in
(1,1) con i1 valore buono (1,j). Se sostituiamo ora il valore
buono nella cella (1,1),incrementiamo i1 valore di-B a B+1 sen-
za che cid porti alla rottura del metodo. Questo ébntraddice
1'ipotesi che 3 sia massimo‘e porta alla dimostrazione della
proposizione. el caso di una taoella 5x3 il ﬁunto di rottura
2 in base al1a(9)2/43. nella configurazione piu favorevole pos-
sibile i1 valore del punto di rottura 2 dalla (10) pari 15/40.
Queste due quantitd ci danno una idea pilu precisa dei Timiti
di tollerabilita del metodo a valori anomali,che non i1 solo

valore del punto di rottura definito per la configurazione

piu sfavorevole.
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5.4 Trasformazione dej dati

Per verificare la validita della struttura additiva
ipotizzata nel modello (1) e, allo stesso fempo, pef avere una
valutazione della trasformazione di potenza cui sottoporre i
dati per rimuovére']a non additivita, eventualmente presente
nei dati, ci serviamo del grafico costituito daf punti aventi
come ascissa
x i "valori di confronto' definiti come

Cv'ij = a'iij

m
dove m, a, e bj sono il valore globale, gli effetti riga e
colonna stimati sui dati grezzi,
e come ordinata
y i valori deij residuij eij otténuti sottraendo dei dati
grezzi yij il modello m+ai+bj .

Se tale grafico non presenta un significativo andamento 1i-

UN &8 B2 a8 a9 = e o
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neare, possiamo concludere cne i dati non si discostano in mo-
do consistente da un modello additivo. Altrimenti, le penden-
ze della retta, su cui si dispongono le coppie di valori

(c ), ci suggerisce la trasformazione cui sottoporre

Vij’ eij
i dati per rimuovere la non additivita. Se tale pendenza 2 pa-
ri a b, una potenza viciné a 1-b pud servire allo scopo.

{In effetti, in questo ultimo caso, potredbe accadere che la
potenza 1-b app]iqata ai dati non appaia ng plausidile n2 ap-
propriata, nel qual caso potrebbe essere utile considerara di
aggiungere al modello i1 termine'bxcyij.)

Per giustificare 1'uso del grafico su descritto ai fini che

ci siamo proposti, ragfoniamo al modo seguente."Supboniamo

che esista un valore p tale i1 modello additivo valga esat-

tamente cio2 che

b= iaLth
Jig T M
in modo che
_ 1/P
(13) yij = (m+a1+bj)

Hotiamo che i valori di a, e bj non hanno qui i valori otte-
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nuti interpolando direttamente i dati grezzi; si fa inoltre

osservara che supponiamo di lavorare con quantitd positive.

Per confrontare il modello (13) con i1 modello additivo sem-

plice, usiamo una approssimazione al secondo ardine della (13).

Riscrivendola come

b
J

1/p

voo=mT (e =y ) ’

1J .om H

@spandendo i1 sacondo fattore (]+t)]/P in serie di Taylor fi-

. . a. D. . .
no al 2° termine rispatto a t=51 + -, st ottiene
..'

(3
~ VP A [aL. by A-P [ & by

Raggruppando opportunamente i termini abbiamo

1P Loar . 4-P A
7/‘]. oA 1+ = = & = +
(15) Pz m
. (s bj, 1-P bi +f-_—_P_w-br)
P m  1pt m 2p* mt
Per semplificare la notazione poniamo
(15a) D= m]/P
m) Ar_oA i 4-P oA
D TP m Z.P" .mL




(16¢)

B; .
D

(16d) — .
| 5 - o>

Cosicche la 15 diventa
! r
(17) yij’.‘:D+A1_+Bj+u.. .

1J

Se osserviamo che, sempre al secondo ordine,

e la (17), utilﬁzzando questa approssimazione, diventa

(18)Y;

g2 D AgB +(1-p) A3

—_11 L]
b

Concludendo questa prima parte del ragionamento, diciamo che

se yij 2 approssimato da un ilodello additivo, allora yij’ in

una approssimazione al 2° ordine 2 data dalla equazione (18).




- 131 -

Di converso, se yij 2 dato approssimativamente dalla (13), al-
D
Tora per y}j vale approssimativamente i1 modello
y?;& ma.+b..
1J T
Nell'ipotesi che valga la (18), i residui che otteniamo inter-
polando i dati grezzi col modello additivo dovrebbero all'in-

circa valere

R..=(1-p) A, B,
1J 11
D
dove le quantita D, Ai e Bj sono 1'effetto globale, i1 fatto-
re riga e colonna ottenuti con la stessa interpolazione.
Rappresentando su in grafico i punti (R.., A.B.), essi si di-
i3’ i
sporranno all'incirca su una retta di pendehga (1-p).
In pratica, si scambia i1 ragionamento e dalla presenza di
un andamento lineare nel grafico con pendenza 1-p, ricaviamo

che una trasformazione di potenza p applicata ai dati portera

a una struttura additiva nella tabella.

(N &8 BB B oo & on a8 aa
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No}d occidentale

Nord orientale

w O

.
(o))

Meridionale

(@]
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